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________________________________________________________________________
(наименование учебного заведения)

УЧЁТ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ УЧЕБНИКА

• Учитель должен проверить правильность написания фамилии и имени ученика.
• Запрещаются записи и любые пометки на страницах учебника.
• Состояние учебника в начале и в конце учебного года оценивается как: отлично, хорошо, удовлетворительно или плохо.
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Состояние учебника
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Настоящий учебник составлен в соответствии с действующим Куррикулумом по математике
для лицеев (2019). Структура и концепция данного пособия позволят реализовать цели,
предусмотренные куррикулумом для X класса.

Учебник разбит на модули. В начале каждого модуля приводятся основные цели, которые
могут быть достигнуты в процессе его изучения. Цели, обозначенные звездочкой (*),

предназначены для учащихся реального профиля. Учебник содержит разделы по алгебре,
математическому анализу, геометрии, математической логике, теории множеств, тригонометрии.

Учебник дает возможность реализовать на практике принцип конструктивности и
формирующий принцип, положенные в основу математического образования. С этой целью
авторы уделили особое внимание как взаимосвязи понятий различных разделов, так и
систематическому повторению основных понятий, раскрывая их различные аспекты. Для
понимания и осмысления понятий приведены мотивационные задачи, а также примеры
применения этих понятий в других областях человеческой деятельности, включая повседневную
жизнь. С этой же целью в конце некоторых модулей приведены понятийные карты (итоговые
таблицы), которые помогут систематизировать материал и выделить главные связи между
понятиями или между различными составляющими одного и того же понятия.

Структура учебника разработана с учетом преподавания математики как для реального
профиля, так и для гуманитарного профиля, профилей искусство и спорт. Отметим, что материал,
предусмотренный только для учащихся реального профиля, обозначен вертикальной чертой
слева. Для гуманитарного профиля, профилей искусство и спорт этот материал предлагается
как дополнительный. Кроме того, в соответствии с образовательными целями, упражнения и
задачи, приведенные в конце каждого параграфа (в частности, для некоторых пунктов), а также
в конце каждого модуля, классифицированы по профилям:
а) гуманитарный профиль, профили искусство и спорт: А – знание и понимание, B – применение,

C – интегрирование;
б) реальный профиль: А1 – знание и понимание, B1 – применение, C1 – интегрирование.

Примеры и задачи, предназначенные для гуманитарного профиля, профилей искусство и
спорт, могут быть предложены и учащимся реального профиля.

Учебник поможет в организации самостоятельной работы учащихся. Система мотива-
ционных примеров, примеров для закрепления, а также для применения понятий позволит
учащимся лучше осмыслить и усвоить как новые понятия, так и некоторые аспекты уже известных
(например, монотонность и экстремумы функций, уравнения и неравенства новых типов и др.).

Каждый модуль учебника завершается упражнениями и задачами на повторение, которые,
как правило, имеют более высокий уровень внутри- и межпредметной интеграции. Решение
этих заданий эффективно способствует формированию специфических компетенций по
математике.

Учебник позволит ученикам, увлеченным математикой, расширить свои знания посред-
ством усвоения дополнительных понятий и решения более сложных заданий, обозначенных
звездочкой (*).

Авторы
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Действительные числа.
Повторение и дополнения31ÌÎÄÓËÜ

Числа правят миром.
Пифагор

распознавание элементов изученных числовых множеств ),,,( RQZN  и различные формы записи дей-
ствительных чисел;
применение терминологии, соответствующей понятию числа;
переход от одной к другой форме записи действительных чисел;
геометрическое изображение действительных чисел;
выполнение изученных операций с действительными числами;
применение свойств операций над действительными числами для упрощения вычислений;
сравнение действительных чисел различными способами;
применение модуля действительного числа в различных ситуациях;
применение пропорций, процентов в различных контекстах.

§1 Рациональные, иррациональные, действительные числа

Науке и технике потребовался долгий путь эволюции, пока не появились
компьютеры и Интернет как средство общения. Точно также человечество прошло
через множество этапов развития до появления понятия числа. Различные циви-

лизации и культуры (вавилонская, египетская, китайская, индийская)
пошли разными путями. В древности появились римские символы:

I, II, III, IV, V, X, L, C, M, ,, MV  а затем вошли в использование
(включительно у индусов) арабские цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Известно соотношение между арабскими и римскими цифрами:

Система, основанная на римских символах, была неудобна для выполнения вычис-
лений (в этой системе отсутствовала цифра 0). Система, основанная на арабских
цифрах, появилась в Европе 1500 лет назад.

Развитие понятия числа всегда было связано с выполнением арифметических дей-
ствий над числами и позволило выявить некоторые их свойства.

Вспомним изученные числовые множества:
• ,...},...,2,1,0{ n=N  – множество натуральных чисел,
• ,...}2,1,0,1,2,3{..., −−−=Z  – множество целых чисел,

•
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ≠∈= 0,,| nnm

n
m ZQ  – множество рациональных чисел,

• I – множество иррациональных чисел (числа, не являющиеся рациональными),

• IUQR =  – множество действительных чисел.
Если K – одно из вышеуказанных множеств, то через −+

∗ KKK ,,  обозначаются
соответственно множество ненулевых чисел, множество неотрицательных чисел,
множество неположительных чисел из числового множества K.

 Из истории

Цели

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I II III IV V VI VII VIII IX
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a) ;023,0
1000

23 = б) );3(,0...33,0
3
1 ==      в) );13(1,2

495
1046 =      г) ;

1000
23

023,0 =

д) ;
3
1

9
3

)3(,0 == е) .
495

1046
495
56

2
990
112

2
990

1113
2)13(1,02)13(1,2 =+=+=−+=+=

Ряд задач можно решить с помощью числовых множеств N, Z, Q. Однако рацио-
нальные числа недостаточны для решения некоторых задач.

Найдем длину диагонали прямоугольника, длины сторон которого равны 1 и 2.
Решение:
Пусть a – длина диагонали прямоугольника. Тогда, согласно теореме Пифагора,

.521 222 =+=a  Попробуем найти решение этой задачи на множестве рациональных

чисел. Пусть Q∈=
k
m

a  – несократимая дробь. Тогда ,5
2

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
k
m  откуда следует, что

22 5km =  и ,52 Mm  то есть 5Mm  и .,5 N∈= ttm  После подстановки в 22 5km =  по-

лучаем ⇔= 22 525 kt ,5 22 kt =  то есть .5Mk  Следовательно, дробь 
k
m

 сократима

на 5, вопреки предположению. Полученное противоречие показывает, что число a
не является рациональным, поэтому данная задача неразрешима на множестве Q.

Таким образом, длина диагонали является нерациональным числом, квадрат
которого равен 5, значит, его можно записать в виде .5

Для записи числа 5  в виде десятичного числа, вычислим его приближенные
значения, используя его десятичные приближения с недостатком и избытком. Так как

,352 22 <<  то .352 <<  Числа 2 и 3 являются десятичными приближенными зна-
чениями числа 5  с недостатком и избытком соответственно с точностью до 1. Раз-
делим отрезок [2, 3] на 10 равных частей и подберем числа 2,2 и 2,3, удовлетворяю-
щие двойному неравенству .)3,2(5)2,2( 22 <<  Числа 2,2 и 2,3 являются десятичными

приближениями числа 5  с недостатком и избытком соответственно с точностью до
10–1.  Аналогично найдем десятичные приближения 2,23 и 2,24 числа 5  с недос-
татком и избытком соответственно с точностью до 10–2. Этот алгоритм может быть
продолжен до бесконечности, так как квадраты полученных рациональных чисел
отличны от 5 (доказали, что 5  не является рациональным числом). Полученное
десятичное число 2,23... имеет бесконечное число десятичных знаков и не является
(по той же причине) периодическим десятичным числом.

Известно, что числа, которые могут быть представлены в виде непериодических
десятичных чисел с бесконечным числом десятичных знаков, называются иррациональ-
ными числами. Например, числа ,7,2  π  = 3,1415... (π – отношение длины окруж-
ности к длине ее диаметра) являются иррациональными.

Напомним, что объединение множества рациональных чисел (Q) и множества ирра-
циональных чисел (I) образует множество действительных чисел, которое обозна-
чается буквой R. Следовательно, R – это множество чисел, которые могут быть пред-
ставлены в виде десятичных чисел с конечным числом десятичных знаков или перио-
дических/непериодических десятичных чисел с бесконечным числом десятичных знаков.

Для изученных числовых множеств справедливы соотношения: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R;
I ⊂ R; R = Q N I.

Обобщая сказанное: десятичные числа nα  и nα′  с n цифрами после запятой назы-
ваются десятичными приближениями с недостатком и соответственно десятичными
приближениями с избытком иррационального числа α с точностью до ,10 n−  если:
{ ′<< nn ααα  и  | .,10 N∈=−′ − nn

nn αα

Примеры

Задача

Любое рациональное число может быть записано:

1. в виде дроби ,
n
m  где ;, ∗∈∈ NZ nm

2. в виде действительного числа (конечного или бесконечного периодического).
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Сравним числа:   a) 53  и ;35         б) 3 и .56 −
Решение:
a) ;455953 =⋅=  .7532535 =⋅=
Поскольку 45 < 75, то .7545 <  Значит, .3553 <

б) .53)56(3 +−=−−  Так как 53 +−  отрицательно ),35( <  получаем, что

.563 −<

Задание
с решением

Таким образом, каждому иррациональному числу α
 
 или каждому десятичному

периодическому числу соответствуют две бесконечные последовательности рациональ-
ных десятичных чисел ,,)(,)( 00 N∈′ ≥≥ nnnnn αα  удовлетворяющие свойствам { и |.

Условимся рассматривать аналогичные последовательности десятичных прибли-
жений рационального числа α, считая, что ,ααα =′= nn  начиная с некоторого ин-
декса .kn  Например, для 719,2=α  имеем:

;72,2,71,2;8,2,7,2;3,2 221100 =′==′==′= αααααα
).3(...719,2 4433 ==′===′==′== knn nααααααα

Эти последовательности применяются при введении операций над произволь-
ными действительными числами.

§2 Изображение действительных чисел на числовой оси.
Сравнение действительных чисел

Известно, что каждому рациональному числу a соответствует на числовой оси Ox
единственная точка M такая, что |,| aOM =  и наоборот. Если ,0>a  точка M принад-
лежит положительной полуоси, если a < 0, точка M принадлежит отрицательной
полуоси, а если ,0=a  точка M совпадает с точкой O. Число a называется координа-
той точки M. Используя это соответствие, действительные числа могут быть изобра-
жены геометрически.

В зависимости от формы представления действительных чисел применяются раз-
личные способы их сравнения.

1. Из двух действительных чисел, изображенных на числовой оси, бóльшим
является число, которое правее другого (в положительном направлении).

2. Любое положительное число больше любого отрицательного числа (неза-
висимо от формы его представления).

3. Из двух отрицательных действительных чисел бóльшим является число, мо-
дуль которого меньше.

4. Пусть оба числа положительны.
a) Если оба числа представлены в виде обыкновенных дробей с одинаковыми

знаменателями, то больше то число, числитель которого больше.
б) Если они представлены в виде десятичных чисел, то сравниваются цифры,

стоящие на одинаковых местах от запятой: больше то число, у которого больше
первая несовпадающая цифра слева (цифры, расположенные слева от первой
значащей цифры, считаются равными 0).    (12,97 > 9,99 = 09,99; 2,193 > 2,183)

5. Если оба числа представлены как значения функции, то применяются (для их
сравнения) свойства монотонности этой функции.

6. Если числа записаны в смешанной форме, то делается определенное предполо-
жение (например, a > b) и применяются свойства неравенств до получения равно-
сильного очевидного неравенства или до определения знака их разности.

7. В более сложных случаях прибегаем к нахождению приближенных значений
соответствующих чисел.

PPPPP Вспомним

x1 x2O

x1 x2O

x1 x2 O
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§3 Арифметические операции над действительными числами
Пусть 00 )(,)( ≥≥ nnnn βα  и ,,)(,)( 00 N∈′′ ≥≥ nnnnn βα  – последовательности десятичных

приближений действительных чисел α и β с недостатком и избытком соответственно.
Сумма действительных чисел α и β – это действительное число γ = α + β, удов-

летворяющее двойному неравенству ,nnnn βαγβα ′+′≤≤+  .N∈n

Разность действительных чисел α и β – это действительное число δ = α – β, удов-
летворяющее двойному неравенству ., N∈−′≤≤′− nnnnn βαδβα

Произведение положительных действительных чисел α и β – это положительное
действительное число ,βαη ⋅=  удовлетворяющее двойному неравенству

., N∈′⋅′≤≤⋅ nnnnn βαηβα
Частное положительных действительных чисел α и β – это положительное дей-

ствительное число ,β
αµ =

 
удовлетворяющее двойному неравенству ,, N∈

′
≤≤′ n

n

n

n

n

β
αµβ

α

начиная с того индекса n, для которого значения ′
nn ββ ,  отличны от нуля.

Для нахождения произведения (частного) двух произвольных действительных чисел
находим произведение (частное) их модулей, а знак устанавливаем по известному
правилу.

Cумма, разность, произведение и частное (с ненулевым делителем) любых двух
действительных чисел существуют и каждое из них определяется однозначно.

Что следует понимать под числом ?52 ⋅=t

Решение:
Так как ,221 <<  ,5,124,1 <<  ,42,1241,1 <<  ... и ,352 <<  ,3,252,2 <<

...,23,2522,2 <<  то t – это число, удовлетворяющее двойным неравенствам:

;3221 ⋅<<⋅ t   ;3,25,12,24,1 ⋅<<⋅ t   ...;23,242,122,241,1 ⋅<<⋅ t  значит

;62 << t   ;45,308,3 << t   ...;31,313,3 << t

Используя представление рациональных чисел в виде ,,, ∗∈∈ NZ bab
a  очевидно,

что сумма, разность, произведение, частное (с ненулевым делителем) двух рацио-
нальных чисел также являются рациональными числами. Отсюда следует, что сумма,
разность, произведение или частное иррационального числа и ненулевого рацио-
нального числа – это иррациональное число. Действительно, если в равенстве ,cba =+
где a рационально, b иррационально, было бы и c рационально, то из acb −=
получили бы, что и b должно быть рационально. Противоречие доказывает сказанное.

Наоборот, сумма, разность, произведение, частное двух иррациональных чисел
может быть рациональным числом.

Например, ,32,32 I∈−+  но .)32()32(,)32(32 ZZ ∈−⋅+∈−++

Задание
с решением

1. Покажем, что 3253)3323( −+++=a  является рациональным числом.

Решение: 3253)342(3253)3323( =−++=−+++=a

.17512325)3(432 2 Q∈=+=−++=

2. Выясним, является ли 
1053
2611

−
−=a  рациональным числом.

Решение:

)23(5
)23(

)23(5
)2(2323

5253
2269

1053
2611 222

=
−

−
=

−
+⋅−

=
⋅−
+−=

−
−=a

.\5
5

5
1

)23(5
23

)23(5
|23|

QR∈==
−

−=
−

−=  Итак, a – число иррациональное.

Задания
с решением
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еорема 1 (свойства модуля действительного числа)

Для любых R∈ba,  верно:
1° ,,0|| R∈∀≥ aa  и ;00|| =⇔= aa

2° |;||| aa −=
3° ;|| aa ≥
4° ;|||| 222 aaa ==
5° ;,|||| *N∈= naa nn

6° |;||||| baba ⋅=⋅

7° ;0,
||
|| ≠= b

b
a

b
a

8° ;|| axaax ≤≤−⇔≤

9° |;||||| baba +≤+

10° .|||||| baba −≥−

Напомним, что для любого R∈x  верно равенство  ||2 xx =  , применимое

при различных преобразованиях. Например, известное равенство ⋅= baab ,

+∈Rba, , примет вид |||| baab ⋅=  для ., −∈Rba
Не следует путать с равенством .,)( 2

+∈= Rxxx

Для оценивания суммы, разности, произведения, частного двух действительных
чисел, как правило, используют десятичные приближения действительных чисел.

Свойства операций сложения и умножения действительных чисел

Для любых действительных чисел x, y, z справедливы равенства:
1°  xyyxxyyx ⋅=⋅+=+ ;  (коммутативность);
2°  )()();()( zyxzyxzyxzyx ⋅⋅=⋅⋅++=++  (ассоциативность);
3°  xxxx =⋅=+ 1;0  (существование нейтрального элемента);
4°  0)( =−+ xx  (существование симметричного элемента);

 0,1
11 ≠=⋅=⋅ − x
x

xxx  (существование противоположного элемента);

5°  zxyxzyxzxyxzyx ⋅−⋅=−⋅⋅+⋅=+⋅ )(;)(  (дистрибутивность);

6°  baba >⇒>> 0  и ., N∈> nba nn

PPPPP Вспомним

§4 Пропорции. Проценты
Понятие пропорция отражает законы природы. Например, легко понять, что

если тень человека (солнечная) в 10 раз меньше тени вертикального столба, то и
рост этого человека также в 10 раз меньше высоты столба. Аналогично, если фермер
собирает в 1,5 раза больше ящиков яблок, чем другой фермер, то его вознаграждение
также должно быть в 1,5 раза выше вознаграждения другого фермера.

Замечаем, что в каждой из описанных ситуаций участвуют четыре величины.

Равенство двух отношений называется пропорцией: .,,,, ∗∈∈= RR dbca
d
c

b
a

Числа a и d называются крайними членами, а числа b и c – средними членами
пропорции.

пределение

Основное свойство пропорции

Произведение крайних членов пропорции равно произведению средних членов:
.cbda ⋅=⋅

PPPPP Запомните!

Модуль действительного числа a определяется так:

⎩
⎨
⎧

<−
≥=

.0,
,0,

|| если
если

aa
aa

a

Так же, как и для рациональных чисел, можно доказать, что верна
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Задание
с решением

Для покраски фасада дома готовят смесь из красок двух цветов: белого и желтого.
Соотношение количества краски (белой и желтой) составляет 3 : 4. Сколько краски
каждого цвета следует приобрести, если для покраски всего дома потребуется
49 кг смеси.
Решение:
Обозначим через x необходимое количество белой краски, тогда количество

желтой краски равно 49 – x.

Согласно условию, должна быть верной пропорция ,
494

3
x

x
−=  то есть

xx 4)49(3 =−⋅  или ,4937 ⋅=x  где 21=x .
Таким образом, необходимо приобрести 21 кг белой краски и 28 кг желтой

краски.
Ответ: 21 кг белой краски; 28 кг желтой краски.

Задание
с решением

Адриан укладывает 1 м2 мозаичной тротуарной плитки за 2 часа, а Ион –
за 3 часа. Сколько времени им понадобится, чтобы уложить 1 м2 плитки, работая
вместе?
Решение:
Применив пропорции, определяем объем работы, выполняемой каждым рабо-

чим, за один и тот же промежуток времени: для решения удобно выбрать число
6 – наименьшее общее кратное чисел 2 и 3. Значит, за 6 часов Адриан уложит 3 м2

плитки, а Ион – 2 м2. Таким образом, работая вместе, они уложат 5 м2 плитки за 6 ча-

сов. Следовательно, 1 м2 покрытия они уложат за 
5
6

 часа, или за 1 час и 12 минут.

Ответ: За 1 час и 12 минут.

PPPPP Вспомним

Отношения такого типа используются в сфере финансов и банковского дела,
предпринимательства, в повседневной жизни и т. д.

PPPPP Вспомним Процент – это сотая часть исходной (базовой) величины G. Для вычисления чис-

ла T, которое составляет p % от числа G, применим пропорцию 
pT

G 100=  и получим

формулу:
pGT ⋅=

100  .

Задания
с решением

1. Из 10000 клиентов банка 10 % сделали вклады на срок болеее одного года.
Сколько таких клиентов у банка?
Решение:
Базовая (исходная) величина G = 10 000, количество процентов p = 10, значит

 100010
100

10000 =⋅=T  (клиентов).

Ответ: 1000 клиентов сделали вклады на срок более одного года.

Из пропорции 
d
c

b
a =  можно получить ряд других пропорций, называемых произ-

водными пропорциями, выполнив различные операции:

• замена отношения в обеих частях пропорции на их обратные выражения:

c
d

a
b =  (если );0, ≠ca

• смена местами крайних, соответственно средних членов пропорции:

;,
d
b

c
a

a
c

b
d ==

• сложение одного и того же числа с обеими частями равенства:

.
d
kdc

b
kba

k
d
c

k
b
a +=+⇒+=+

В частности, при k = 1 получим ,
d

dc
b

ba +=+  а при k = –1 получим .
d

dc
b

ba −=−
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1. Эти задачи можно решить (соответственно, эти формулы можно запомнить)
используя схему: G .......... 100 %

T .......... p %,

которое выражает тот факт, что величины T и p прямо пропорциональны коли-
честву процентов, представленных основной величиной G, т.е. верна пропорция

.
100

pT
G =  Из равенства 100⋅=⋅ TpG  можно определить одну из величин, если

известны остальные.

2. Говоря о процентах, нужно четко понимать, какова базовая (исходная) вели-
чина. Иногда допускается ошибка, когда складываются проценты, относящиеся
к разным базовым величинам.

Задание
с решением

В связи с праздниками цена на телефон снижалась дважды: сначала на 10 %, а
затем на 5 %. На сколько процентов финальная цена ниже первоначальной цены?
Решение:
15 % – неверный ответ. Аргументируем. Пусть первоначальная цена телефона

a у. е. После первого снижения цена a1 определяется из соотношения: 
%.90...
%100...

1a
a

Значит, .9,01 aa =

Цена a2 после второго снижения определяется из соотношения: 
%.95
%1009,0

2 −
−

a
a

Значит, a
aa

a 855,0
20

1,17
100

959,0
2 ==⋅=  – цена телефона после второго снижения. Число

процентов p, которое составляет конечная цена от первоначальной, определяется из

соотношения:

Следовательно, %.5,85
%100

20
1,17

% =
⋅

=
a

a

p  Таким образом, конечная цена на

14,5% ниже первоначальной.

Ответ: на 14,5%.

Проценты также широко применяются в финансовой сфере.

PPPPP Запомните!

• Чтобы узнать, сколько процентов p составляет число T от основной величины G,
применим формулу:

%100% ⋅= G
Tp  .

2. Из 800 домов в городе 560 подключены к сети интернет. Сколько процентов
домов не подключены к интернету?
Решение:
Имеем G = 800, T = 800 – 560 = 240.

Следовательно, %.30%100
10
3

%100
800
240

% =⋅=⋅=p

Ответ: 30 %.

• Чтобы найти неизвестное число (базовую величину) G, зная, что заданное число T
составляет p % от G, применим формулу:

100⋅= p
TG  .

%....
20

1,17
%100...

p
a

a
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Упражнения и задачи  

1. Обратите в десятичное число дробь:

a) ;
4
3

б) ;
15
4

в) ;
5
3

г) ;
8
1

д) ;
25
2

е) ;
125

1
ж) ;

6
1

з) .
9
1

2. Обратите в дробь десятичное число:
a) 0,(13); б) 2,(5); в) 1,(2); г) 0,(23); д) 1,2(7); е) 0,2(73).

A
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

13.  Работайте в парах!  Сравните:

a) 6411+  и ;756 +               б) 3819 +  и .5614 +

14. Найдите значение x из изображенного прямоугольника.

15.  Исследуйте!  Будет ли произведение ba ⋅  рациональным числом, если:

a) a и b рациональные числа;           б) a и b иррациональные числа;
в) одно число рациональное ненулевое, а другое – иррациональное?

16. Мощность P, сила тока I и сопротивление R в электрической цепи связаны соотношением: .2 RIP ⋅=  Какой
будет сила тока, если мощность источника равна 1200 W, а сопротивление – ?500 Ω

17. Дано .
5
3=

y
x

 Вычислите .
5

32

y

yx +

18. Вычислите ,6)( 2 adbc −  если 
d
c

b
a =  и .8=⋅ da

19. Цена объекта 400 леев. Найдите новую цену объекта, если она:
a) увеличится на 20%;       б) уменьшится на 20%.

20. Клиент открыл депозит в банке с годовой процентной ставкой 6 %. Какова будет сумма, накопленная за
2 года, если первоначальная сумма составляет 5000 у. е., а проценты по истечении одного года добавляются
к первоначальной сумме?

B

11. Решите на множестве R  неравенство:   a) ;632 +< xx   б) .2723 −>− xx
12. Температура воды на поверхности океана равна 14°C, а на глубине 44 м –

2°C. Считая, что температура t воды снижается пропорционально глубине
h (t = –ah + b, a > 0), найдите температуру воды на глубине:
a) 22 м;                б) 15 м.

3.  Работайте в парах!  Определите, является

ли рациональным числом значение числового
выражения:

a) ;32 + б) ;
3

48

в) );128)(32( −+ г) .62
23

23 −
−
+

4. Впишите в рамку число, чтобы полученное выска-
зывание было истинным.

„ =
2
64

 .”

5. Впишите один из знаков <, > или =, чтобы полу-
ченное высказывание было истинным.

 „ 
9
64   .

2
3 ”

6.  Исследуйте!  Выясните, верно ли равенство

для любого x из указанного множества:

a) ;,1
||

R∈= x
x
x

б) ;|,| −∈−= Rxxx

в) .,0|)||)(|( R∈=+− xxxxx

7. Дана пропорция .
5

35 y

x
=  Вычислите .

3
4

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −xy

8. Могут ли числа 4, 6, 10, 15 быть членами пропор-
ции? Обоснуйте.

9. Найдите 90 % от 120.

10. Сахарная свекла содер-
жит 16 % сахара. Сколь-
ко килограммов свеклы
потребуется, чтобы полу-
чить 100 кг сахара?

x x

x

6
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x

x
x 9

9
21. Найдите значение x из рисунка, если площадь закрашенной области составляет

60% площади квадрата.

22. Покажите, что ,11
ba >  если .0>> ab

C

Итоговый тест
   Время  выполнения работы:45 минут

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

В заданиях 1, 2 укажите верный ответ.

1. Действительные числа x, для которых справедливо неравенство |,||| xx −≤  принадлежат множеству
A  +R .          B  *

−R .          C  R .          D  *R .

2. Сумма двух произвольных иррациональных чисел – это
A  рациональное число.
B  иррациональное число.
C  число, рациональность или иррациональность которого определить невозможно.
D  целое число.

3. Впишите один из знаков <, >, чтобы полученное высказывание было истинным.

„ 35   .54 ”

Обоснуйте!

4. Проверьте истинность высказывания: .
3
2

2623

812 =
+−

−

5. Какова окончательная цена объекта, если его первоначальная цена составляла 200 леев, затем цена была
снижена на 20 %, после чего еще раз была снижена на 20 %?

6. Тень дерева в 3 раза короче его высоты. При тех же условиях длина тени столба составляет 6 м. Какова
высота столба?

24. Парламент Руспублики Молдова состоит из 101 члена. Сколько мест будет отведено некоторой коалиции,

если за нее проголосовали 5
2

 от общего числа избирателей?

25. Вычислите 25 % от числа, которое составляет 40 % от 120.

26. Цена объекта 300 леев. Какова будет окончательная цена, если она первоначально увеличится на 20 %,
а затем, через некоторое время, уменьшится на 20 %?

23.  Исследуйте!  Три магазина предлагают

скидки на музыкальный центр одного и того же типа:
а) цена равна 99 д. е. и скидка составляет 25% от цены;

б) цена равна 111 д. е. и скидка составляет 3
1  от цены;

в) цена равна 125 д. е. и скидка составляет 50 д. е.

В каком из магазинов будет наименьшая окончательная цена?

27*. Приведите пример иррационального числа, содержащегося между 0,62711 и 0,62712.

28. Найдите a, b, c, если 
9115
cba ==  и .75=++ cba

29.  Работайте в группах! Проект: Числа правят миром.

СКИДКИ
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Элементы математической
логики и теории множеств32ÌÎÄÓËÜ

распознавание и применение в различных контекстах понятий: высказывание, истинностное
значение, квантор, теорема, гипотеза, заключение, прямая теорема, обратная теорема,
аксиома, необходимые условия, достаточные условия, необходимые и достаточные условия;
нахождение значения истинности высказывания с использованием примеров, контрприме-
ров, свойств алгебраических операций;
применение в различных ситуациях терминологии, адекватной теории множеств;
применение отношений включения и равенства множеств, отношения принадлежности элементов неко-
торому множеству;
выполнение операций над множествами; аналитическое, синтетическое, геометрическое представления
полученных результатов;
*использование в различных ситуациях основных свойств операций над множествами;
*применение в различных ситуациях терминологии, адекватной математической индукции;
*применение метода математической индукции при доказательстве числовых тождеств, при доказатель-
стве некоторых высказываний.

§1 Множества

Я мыслю, следовательно, существую.
Рене Декарт

Три основных способа задания множества:
1) перечислением элементов множества (синтетический способ);
2) описанием характеристического свойства элементов (аналитический способ);
3) при помощи диаграммы Эйлера–Венна.

1.1. Понятие множества

PPPPP Вспомним

Число элементов конечного множества M называется
кардиналом этого множества и обозначается |M| или
card M. Множество, не содержащее ни одного элемен-
та, называется пустым множеством.
Его обозначают ∅∅∅∅∅; card∅ = 0.

Существуют математические понятия и отношения, которые не опреде-
ляются. Такими являются понятия множество, элемент множества и
отношение элемент принадлежит множеству. Эти понятия иллюстрируются
примерами, разъясняются, но не могут быть определены при помощи
других понятий.

Множество – это совокупность каких-либо отличных друг от друга и
объединенных по некоторому признаку объектов, называемых элементами
множества. Как правило, множества обозначаются заглавными буквами
латинского алфавита, а их элементы – строчными буквами этого алфавита.

Множество, содержащее конечное число элементов,
называется конечным. В противном случае оно называется
бесконечным.

PPPPP Запомните!

Рене Декарт
(1596–1650) –
французский
математик

Цели
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Перечислите элементы множеств (заданных с помощью характеристического
свойства элементов):

},0132{ 2 =++∈= xxxA R  },0132{ 2 =++∈= xxxB Z  xxC <∈= 2{ N  и }.1<x
Решение:

Решив уравнение ,0132 2 =++ xx  получим: },1{,
2
1

,1 −=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−= BA  а множест-

во C является пустым множеством, то есть C = ∅.

Задание
с решением

1.2. Подмножества. Равенство множеств

Множество A называется подмножеством множества B, если любой элемент
множества A является и элементом множества B.

пределение

Обозначается: .BA ⊆
Отношение A ⊆ B называется отношением включения и читается „A включается в

B“ или „A является подмножеством множества B“.

Множества A и B называются равными, если BA ⊆  и .AB ⊆пределение

Обозначается: A = B.

Равные множества состоят из одних и тех же элементов.

Примеры 1. Множества }034{}3,1{ 2и =+−∈== xxxBA R  равны, так как A ⊆ B и B ⊆ A.

2. Множества }71|{}7,1,3,2{ и ≤≤∈== xxBA N  не равны, поскольку множес-

тво B не является подмножеством множества ).6,6( ABA ∉∈

Если },,,o{ aA ∆=  то card A = 3;

B(A) = {∅, {o}, {∆}, {a}, {o, ∆}, {o, a}, {∆, a}, {o, ∆, a}}; .82)(card 3 ==AB

Множество всех подмножеств множества A называется булеаном множества A и
обозначается B(А). Булеан множества – не пустое множество (даже если ),∅=A
поскольку множеству B(А) принадлежат по крайней мере множества A и ∅.

Если множество A содержит n, n ∈ N, элементов, то множество B(А) содержит
2n элементов.

еорема 1

nA 2)(card =B  , если .card nA =

Пример

1.3. Операции над множествами

 Объединение множеств

Объединением двух множеств A и B называется множество, состоящее из всех
элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств A, B.

Объединение множеств A и B обозначается BAU  и читается „A в объединении с B“.
Следовательно, }{ или BxAxxBA ∈∈=U  (рис. 2.1 a) – заштрихованная часть).

пределение

PPPPP Запомните!

PPPPP Вспомним
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 Пересечение множеств

Пересечением двух множеств A и B называется множество, состоящее из всех
элементов, принадлежащих как множеству A, так и множеству B.

Пересечение множеств A и B обозначается BAI  и читается „A в пересечении с B”.
Следовательно, }{ и BxAxxBA ∈∈=I  (рис. 2.1 б) – заштрихованная часть).
Множества A и B называются непересекающимися, если ,∅=BAI  то есть, если у

них нет общих элементов.

пределение

 Разность двух множеств

Разностью двух множеств A и B (в этом порядке) называется множество,
состоящее из всех элементов множества A, не принадлежащих множеству B.

Разность множеств A и B обозначается A \ B или A – B и читается „A минус B”.
Следовательно, AxxBA ∈= {\  и }Bx∉  (рис. 2.1 в) – заштрихованная часть).

пределение

Рис. 2.1

Если ,MA ⊆  то AM \  называется дополнением подмножества A до множества M
и обозначается ACM  (рис. 2.1 г).

 Декартово произведение

Декартовым произведением непустых множеств A и B называется множество
упорядоченных пар (x, y), где x ∈ A, y ∈ B.

Декартово произведение множеств A и B обозначается  A ××××× B и читается „A умно-
женное на B”.

Следовательно, }.,),({ ByAxyxBA ∈∈=×

пределение

Примеры 1.  Если A = {1, 2}, B = {a, b, c}, то }.,,{\,},,,,2,1{ cbaABBAcbaBA =∅== IU

A × B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}, а
B × A = {(a, 1), (b, 1), (c, 1), (a, 2), (b, 2), (c, 2)}.

 Свойства операций над множествами

Операции над множествами обладают рядом свойств. Некоторые из них подобны
свойствам операций сложения и умножения действительных чисел.

2.  Декартово произведение R × R играет важную роль в мате-
матике, физике и в других областях. Пары координат точек прямо-
угольной системы координат представляют собой элементы декар-
това произведения R × R (смотри изображение).

3.  Декартово произведение множеств ]3,0[],2,1[ 21 == MM
геометрически представляет собой точки прямоугольника с верши-
нами в точках ),0,1(=A  ).2,0(),3,2(),3,1( === DCB

Очевидно, что в общем случае ABBA ×≠×  (смотри пример 1).

     a)                                                    б)                                                    в)                                                    г)

A
B

A \ B

A

B

BAU

A

B

BAI A

CMA
M
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1. Покажем, что ,BBA =U  если .BA ⊆
Решение:

Очевидно, что .BAB U⊆  Указанное равенство будет верным, если покажем
обратное включение: .BBA ⊆U

Пусть .BAx U∈  Тогда Ax ∈  или .Bx ∈  Если ,Ax∈  то Bx ∈  (из условия BA ⊆ ).
Таким образом, ,Bx∈  что влечет ,BBA ⊆U  поэтому .BBA =U

2. Найдем объединение множеств ,−= ZA  .},100||{ +=≤∈= ZZ CxxB
Решение:

На основании свойств 1°, 4° получим:

.)()()()( BBCABCACBAM UUUUUUUU +−==== ZZ

Так как ZZZ =+− U  и ,Z⊆B  то .ZZ == BM U

Для любых множеств A, B, C справедливы равенства:еорема 2
1° ;ABBA UU =
2° ;AAA =U

3° ;AA =∅U

4° );()( CBACBA UUUU =

5° * );()()( CABACBA IUIUI =

6° * ).()()( CABACBA ××=× UU

1°′ ;ABBA II =
2°′ ;AAA =I

3°′ ;∅=∅IA

4°′ );()( CBACBA IIII =

5°′ * );()()( CABACBA UIUIU =

6°′ * ).()()( CABACBA ××=× II

Задания
с решением

Упражнения и задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт
A

1. a) Определите элементы множества A, зная, что это натуральные числа  меньше 50, которые делятся на 4.
б) Найдите кардинал множества A.

2. Пусть xxX |{=  буква в слове „материнство“}.
a) Перечислите элементы множества X.
б) Представьте множество X в виде диаграммы.
в) Найдите кардинал множества X.

3. Зная, что }5,4,3,2,1,0{⊂A  и ,5card =A  найдите множество A. Сколько множеств A существует?

4. Даны множества:

a) }032{ 2 =−+∈= xxxA R  и };1{ <∈= xxB R      б) }01{ 3 >−∈= xxA R  и }.01{ 2 <++∈= xxxB R
Определите, равны ли множества A и B и определите множества ,BAU  .BAI

5. Множества A и B представлены на диаграмме.
Найдите:
a) ;BAU      б) ;BAI      в) ;\ BA      г) .\ AB

6. a) Запишите все подмножества множества }4,3,2,1,0{=A , которые содержат множество }.3,1{=B

б) Найдите .BCA

7.  Исследуйте!  Выясните, равны ли множества:

a) }1,1{ −  и };01{ 2 =−∈ xx R                  б) }7||{ <∈ xx Z  и }.6,5,4,3,2,1,0{

1 2
3

4
5

6
78

A

B
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Реальный профиль

A1

12. Найдите декартово произведение A × B множеств А, В, если:

a) };3,1{},6,4,2{ == BA               б) }.,,{},,,{ zyxBcbaA ==
Верно ли, что ?ABBA ×≠×  Обоснуйте.

13.  Исследуйте!  Даны множества натуральных чисел: }13,52,7{ +−+= xxxA  и },134,9,32{ −++= xxxB

.N∈x  Существуют ли натуральные значения x, для которых ?BA =  Найдите эти значения, если они
существуют.

B

10. Найдите три числа, удовлетворяющих условиям:
a) Z∈a  и ;N∉a б) Z∈a  и .5|| <a

11. Определите, каким из множеств N, Z, Q, R, Z \ N, Q \ Z, R \ Q принадлежит:

a) 2;                         б) ;17                          в*) значение выражения .34)32( 2 +−

Ñ

6. Даны множества A, B, C. Докажите равенство:
a) ;\)()\( CBACBA II =                       б) ).\()\()(\ CABACBA IU =

7. Найдите множество действительных значений m, при которых истинно высказывание:

a) .}044{}03{ 22 ∅==+−∈=+−∈ xxxmxxx RR I

б) .}0{}043{ 22 ∅=<−∈≤−−∈ mxxxxx RR I

8*.  Исследуйте!  Даны множества A, B, C. Найдите истинностное значение высказывания:

a) Если ,BCAC UU =  то .BA =           б) Если ,BCAC II =  то .BA =
Приведите примеры таких множеств.

1.  Исследуйте!  Проверьте, равны ли множества }2{  и }.02{ 2 =−∈ + xx R

2. Даны множества }032{ 2 ≥−−∈= xxxA R  и }.036{ 2 <−∈= xxB R
Найдите множество:
a) ;\ AB                  б) ;\ BA                  в) ;BAU                  г) .BAI

3. Найдите cardA, булеан множества A, ),(card AB  если .)4,0[ ZI=A

B1

4. Найдите все действительные числа a, удовлетворяющие условиям:
a) R∈a  и ;Q∉a                  б) N∈a  и .10||2 << a

5.  Работайте в парах!  Определите, каким из множеств N, Z, Q, R, Z \ N, Q \ Z, R \ Q принадлежит число:

a) ;2−                          б) ;3|23| −−                          в) .5549 −−

C1

8.  Работайте в парах!  Даны множества }5,4,3,2,1,0{=A  и .N=B
Найдите множество:
a) ;BAU          б) ;BAI          в) ;\ BA          г) ;\ AB          д) .ACB

9. Найдите кардинал булеана множества:
a) }6,4,2{}3,2,1{ U=A ;           б) }6,4,2{}3,2,1{ I=B .
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§2 Элементы математической логики
2.1. Понятие высказывания. Повторение и дополнения

Задача Рассмотрим повествовательные предложения:

1. Город Кишинев является столицей Республики Молдова. 2. .03 2 =− xx
3. Любой квадрат является ромбом. 4. .33 =
a) Выясните, какие из этих предложений являются высказываниями. Обоснуйте

ответ.
б) Найдите истинностное значение каждого высказывания.

В математической логике высказыванием называется предложение, о котором
имеет смысл говорить, истинно оно или ложно. Высказывания обозначаются
строчными буквами латинского алфавита: a, b, ..., p, q, ...

В нашей задаче предложения 1, 3, 4 являются высказываниями, так как можно
определить истинны они или ложны: предложения 1 и 3 являются истинными выска-
зываниями, а предложение 4 – ложным. Истинностное значение предложения 2,

,03 2 =− xx  невозможно определить, так как, например, для 0=x  получается
истинное высказывание, а для 1=x  – ложное высказывание; однако значение x не
известно.

амечание В отличие от равенства 2 существуют равенства (неравенства), содержащие пере-
менные и являющиеся тем не менее высказываниями, так как они обращаются в
верные числовые равенства (неравенства) для любых значений переменных из
некоторой области.
Примерами могут служить свойства операций над действительными числами:

,,00 ⋅=⋅+=+ xyyxxx  ,, R∈yx и др.

С помощью логических связок „и“, „или“, „не“ („non“), „если..., то“ из высказы-
ваний p, q можно образовать (составные) высказывания: „p и q“, „p или q“, „non p“
и т. д. Например, используя истинные высказывания p: „2 – натуральное число“, q:
„–3 – целое число“, можно составить истинное высказывание: „число 2 является
натуральным числом и –3 является целым числом“, „ 3  не является рациональным
числом“.

В продолжение займемся другой классификацией высказываний: частные
высказывания, общие высказывания. Рассмотрим высказывания:

1. Число 171 кратно 3.
2. Любое целое число кратно 3, если сумма цифр в его десятичной записи делится

на 3.
3. Число 2 является решением уравнения .0232 =+− xx
4. Любому правильному многоугольнику можно описать окружность.

По степени общности высказывания 1 и 3 относятся к частным случаям, являются
частными высказываниями, а высказывания 2 и 4 носят общий характер, касаются
произвольного элемента некоторого множества (являются общими высказываниями).
Общие высказывания могут быть сформулированы более компактно, если исполь-
зовать квантор общности )(∀  (читают „для любого“) или квантор существования

)(∃  (читают „существует“). Например, высказывание „Для любого действительного
числа x выполняется условие 012 ≥+x “ записывается )( R∈∀x ).01( 2 ≥+x
Высказывание „Существует правильный многоугольник, внутренние углы которого
равны 110°“ можно записать )( Mx ∈∃ (его внутренние углы x равны 110°), где M –
множество всех правильных многоугольников плоскости.

PPPPP Вспомним
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Особое место среди математических высказываний занимают теоремы и аксиомы.
Теоремы – это общие высказывания, требующие, как правило, доказательства, т. е.
строгого обоснования того, что они верны. В процессе доказательства используются
другие истинные высказывания, из которых одни являются теоремами (уже доказан-
ными), а другие могут быть аксиомами. Аксиомы – это высказывания, которые
считаются верными без доказательства (их невозможно доказать). Они обозначают
некие условия, свойства (возможно, общепризнанные) для понятий, изучаемых в
рамках строго построенных теорий. Например, аксиомами являются высказывания:
„Две различные точки определяют прямую, и притом только одну“, „Через любую
точку вне прямой можно провести единственную прямую, параллельную данной“.

Большинство математических теорем имеют один из видов: „Если A, то B“ или
„A, если и только если B“ („А тогда и только тогда, когда B“, „А в том и только в
том случае, когда B“) (или могут быть так сформулированы), где A, B обозначают
некоторые условия, касающиеся математических понятий.

Примеры 1. Если четырехугольник является ромбом, то его диагонали
перпендикулярны.

2. Целое число a кратно 5, если и только если его последняя
(справа) цифра в десятичной записи равна 0 или 5.

В теоремах/высказываниях вида „Если A, то B“ условие A называется доста-
точным условием (для B), а B – необходимым условием (для A). В теоремах вида „A,
если и только если B“ условия A, B называются эквивалентными условиями или
необходимыми и достаточными условиями, т. е. A является необходимым и доста-
точным условием для B, а B – необходимым и достаточным условием для A.

3. В теореме „Если натуральное число кратно 6, то оно кратно 2“ условие „нату-
ральное число кратно 6“ является достаточным условием для условия „натуральное
число кратно 2“, которое, в свою очередь, является необходимым условием для
первого условия.

4. В теореме из примера 2 условия „целое число кратно 5“ и „последняя (справа)
цифра в десятичной записи целого числа равна 0 или 5“ эквивалентны.

Любая теорема содержит следующие структурные составляющие: разъяснитель-
ная часть, условие, заключение.

Разъяснительная часть теоремы определяет множество объектов, о которых идет
речь в теореме. Иногда разъяснительная часть присутствует явно, а иногда – неявно.

Любая теорема вида „Если A, то B“ может быть записана в виде
)),()(()( xBxAMx ⇒∈

где Mx ∈  – разъяснительная часть, A(x) – условие, B(x) – заключение.

CA

B

D

O

5. Рассмотрим теорему: „Пусть p – выпуклый четырехугольник в плоскости .α
Если p является ромбом, то его диагонали перпендикулярны“.

Разъяснительная часть теоремы – это „p – выпуклый четырехугольник в плоскос-
ти α “, условие теоремы – „p является ромбом“, заключение – „диагонали четырех-
угольника перпендикулярны“.

Поменяв местами условие и заключение теоремы „Если A, то B“, получим другое
высказывание: „Если B, то A“, названное обратным исходной теореме, которое
может быть истинным (новая теорема) или ложным. Если высказывание „Если B,
то A“ истинно, то исходная теорема называется прямой теоремой, а обратная к ней
– обратной теоремой. Обратная теорема записывается )).()(()( xAxBMx ⇒∈
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6. Обратной для теоремы „Если целое число a кратно 6, то оно кратно 2“ является
„Если целое число a кратно 2, то оно кратно 6“, но данное высказывание ложно. Это
можно проверить с помощью контрпримера: число 4 кратно 2, но оно не кратно 6.

Если для теоремы „Если A, то B“ верна и ей обратная, то условия A и B экви-
валентны, следовательно, верна теорема „A, если и только если B“. Таким образом,
прямая и обратная теоремы из примера 7 могут быть сформулированы в виде
одной теоремы: „Четырехугольник является параллелограммом, если и только если
его диагонали  точкой пересечения делятся пополам”. То есть )).()(()( xBxAMx ⇔∈

В гимназическом курсе математики применялся метод доказательства от
противного теорем вида „Если A, то B“. Он состоит в следующем: предполагая,
что заключение теоремы ложно, логическими выводами получаем противоречие
(либо с условием теоремы, либо с другим истинным высказыванием). Отсюда сле-
дует, что исходное предположение ложно, следовательно, верно утверждение
теоремы.

C

A

B

D

O

7. Обратной для теоремы „Если точка пересечения диагоналей
четырехугольника делит их пополам, то этот четырехугольник – па-
раллелограмм“ является „Если четырехугольник – параллелограмм,
то его диагонали точкой пересечения делятся пополам“ – и это истин-
ное высказывание.

Пример Методом от противного докажем высказывание „Если целое число а не крат-
но 3, то оно не кратно 6“. Предполагая обратное, что a кратно 6, покажем, что a
кратно 3. Действительно, так как число a кратно 6, то его можно записать в виде

,,6 Z∈= tta  или .2),2(3 Z∈⋅= tta  Следовательно, a кратно 3, что противоречит
гипотезе. На основе метода от противного получаем, что первоначальное высказы-
вание истинно.

Другой метод доказательства некоторых высказываний излагается в пункте 2.2.

2.2. Математическая индукция

Процедуры получения частных высказываний из общих, или наоборот,
применяются часто, так как любая математическая (и не только) теория строится
дедуктивным методом: все высказывания (теоремы) выводятся из других, истинных
высказываний.

Логический вывод, с помощью которого из общих высказываний получают
частные высказывания, называется дедукцией.

Пример Высказывание „Любое уравнение II степени с действительными коэффициентами,
у которого дискриминант неотрицателен, имеет действительные решения“ является
общим высказыванием, так как речь идет о произвольном элементе множества
уравнений II степени с действительными коэффициентами и с неотрицательным
дискриминантом.

Высказывание „Уравнение 052 2 =−+ xx  имеет действительные решения“
относится к конкретному элементу упомянутого множества, поэтому оно является
частным высказыванием.

Пусть P(x) – высказывание, относящееся к произвольному элементу ., Mxx ∈
Если истинно общее высказывание ),()( xPMx ∈∀  то при помощи дедукции из него
получаем частные истинные высказывания: )(aP  для .ax =



21

М
О
Д
УЛ

Ь

2Элементы математической логики и теории множеств

Истинные высказывания можно получить, используя индукцию. С помощью
индукции можно получить общие высказывания из частных высказываний.
Применяют неполную индукцию, когда общее высказывание формулируется на основе
некоторых частных случаев, и полную индукцию, когда общее высказывание
формулируется на основе рассмотрения всех возможных частных случаев.

С помощью неполной индукции можно получить общие высказывания, которые
могут быть истинными, а могут быть и ложными. Однако с помощью полной индук-
ции получают общие высказывания, которые обязательно являются истинными.

Пример Рассмотрим истинные частные высказывания „ 1121 <+ “ и „ 1131 <+ “. На их
основе можно сформулировать несколько общих высказываний:
p: „Сумма любых двух натуральных чисел меньше 11“;
q: „Сумма любых двух натуральных чисел, меньших 4, меньше 11“.

Высказывание p ложно, а высказывание q истинно, что можно проверить,
рассмотрев все частные высказывания:

,1111 <+  ,1121 <+  ,1131 <+  ,1122 <+  ,1132 <+  .1133 <+
Еще один способ доказательства общих высказываний (теорем) – это метод

математической индукции.

Если для предложения ,),( N∈nnP  истинно частное высказывание )0(P
(или ),(mP  где m – натуральное заданное число) и из предположения, что
истинно высказывание )()( mkkP >  следует, что истинно высказывание

),1( +kP  то истинно общее высказывание )()( nPn N∈∀  (соответственно ).mn ≥

Заметим, что этот метод применим только к высказываниям, суть которых зави-
сит от натуральных чисел. Доказательство методом математической индукции
высказывания )(),( nPmnn ≥∈∀ N  осуществляется в три этапа:

1. Проверяем истинность высказывания P(m).

2. Предполагаем, что высказывание ,),( mkkP ≥  истинно, и доказываем истин-
ность высказывания ).1( +kP

3. Если оба этапа доказательства проверены, то истинно высказывание
).(),( nPmnn ≥∈∀ N

Используя метод математической индукции, покажите, что для любого ненуле-
вого натурального числа n верно равенство:

.2
)1(321 +=+…+++ nnn

Решение:

Используя квантор общности, это общее высказывание может быть записано в

виде ),()( * nPn N∈∀  где P(n) обозначает „ 2
)1(21 +=+…++ nnn “.

Последовательно пройдем этапы метода математической индукции.

1. Для 1=n  получаем частное высказывание ,
2

)11(1
1

+=  и оно истинно.

2. Предположим, что для некоторого натурального k истинно частное

высказывание .2
)1(21:)( +=+…++ kkkkP  Используя это равенство, проверим

верность равенства .2
]1)1)[(1()1(21:)1( +++=+++…+++ kkkkkP

Задание
с решением
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Поступим следующим образом:

.2
]1)1)[(1(

2
)2)(1()1(2

)1()1()21( +++=++=+++=+++…++ kkkkkkkkk

Следовательно, высказывание )1( +kP  истинно.

3. На основании метода математической индукции заключаем, что равенство

2
)1(21 +=+…++ nnn  верно для любого .*N∈n

Реальный профиль

A1

1.  Исследуйте!  Выявите, какие из следующих предложений являются высказываниями и найдите их

истинностные значения.
a) Температура кипения воды при атмосферном давлении 760 мм ртутного столба равна 110°C.
б) Четырехугольник ABCD является квадратом.
в) Морская вода не имеет тот же удельный вес, что и дистилированная вода.

2.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) )( Mx∈∀  (величины углов при основании ранобедренного треугольника равны 30°),
где M множество всех равнобедренных треугольников некоторой плоскости.
б) )( Ux∈∃  (величины x внутренних углов треугольника не превышают 50°),
где U множество равносторонних треугольников некоторой плоскости.
в) ).01()( 2 =−−∈∃ xxx Z
г) ).02()( 2 =−−∈∀ xxx R

3. Сформулируйте частные высказывания, полученные из общего высказывания:
a) Любое натуральное число, кратное 10, кратно 5.
б) Сумма величин внутренних углов выпуклого n-угольника равна ).2(180 −° n

4.  Работайте в парах!  Найдите структурные компоненты:

a) теоремы Пифагора;
б) теоремы „Величина внутренних углов равностороннего треугольника равна 60°”.

B1

5.  Исследуйте! Найдите истинностное значение высказывания:

a) Температура кипения воды в горах (около 900 м над уровнем моря) меньше 100°C.

б) .725 Q∈

6.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) ).02()( 2 =−−∈∃ xxx N б) ).02()( 2 =−−∈∃ xxx R

в) ).0|3||2(|)( =+++∈∃ xxx R г) ).01|2(|)( 2 >+−++∈∀ xxxx R

7. Рассмотрим теорему: „Если четырехугольник ABCD – ромб, то его диагонали перпендикулярны“.
Сформулируйте высказывание, обратное этой теореме, и найдите его истинностное значение.

8. Применяя метод математической индукции, докажите, что для любого n, ,*N∈n  истинно высказывание:

a) .122...21 1 −=+++ − nn б) .)12(...531 2nn =−++++

в) .
4

)1(
...21

22
333 +=+++ nn

n г) .
3

)12)(12(
)12(...31 222 +−=−+++ nnn

n

д) ;9)137( M−+ nn е) ).2()3,( 3nnn n >≥∈∀ N

Упражнения и задачи  

È Ë

È Ë

È Ë
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C1

10. Применяя метод доказательства от противного, докажите, что истинно высказывание „Если целое число
a не кратно 2, то оно не кратно 10“.

11*.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) Существует правильный многоугольник, внутренние углы которого равны 110°.
б) Цифра единиц числа 1627  равна 3.

Упражнения и задачи на повторение  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1. Даны множества }.9,5,3,1{},4,3,2,1{ == BA  Найдите .,\,\,, BAABBABABA ×IU

2.  Исследуйте!  Выявите, какие из следующих предложений являются высказываниями,

и найдите их истинностные значения.

a) 3  – действительное число.

б) Удельный вес льда меньше удельного веса воды.
в) В древнегреческой мифологии Афина является богиней мудрости.
г) Организация Объединенных Наций (ООН) была основана в 1945 г. для установления во всех странах
общественного строя одинаковой ориентации.
д) Египетские пирамиды были построены в XVI веке.

е) Солнечная система состоит из 6 планет.

ж) ).2|2(|)( <+∈∃ xx R
з) ).2|2(|)( <+∈∀ xx R

B

3. Найдите множества ,, BABA IU  если }0)5()1({ 22 ≤−+∈= xxxA R  и }.3{ −>∈= xxB R

4. Пусть 21, SS  – множества решений на R  уравнений 0652 =−− xx  и 0)1(6 3 =−⋅− xx  соответственно.

Найдите:    a) ;21 SS U        б) ;21 SS I        в) ;\ 21 SS        г) ;\ 12 SS        д) .21 SS ×

C

5. Определите булеан множества .)3,2[ ZI−=A

6. Приведите примеры множеств A, B, для которых .ABBA IU =

Реальный профиль

A1

1. В классе 28 учеников, и все они посещают либо волейбольную, либо баскетбольную секцию, либо обе
секции. Сколько учеников посещают обе секции, если волейбольную секцию посещают 12 учеников, а
баскетбольную – 20 учеников?

2. Сформулируйте такую теорему, чтобы обратное ей высказывание было истинным.

3. Найдите необходимое и достаточное условие теоремы; сформулируйте обратное ей высказывание и найдите
его истинностное значение:
a) Если целое число a кратно 14, то оно кратно 7.
б) Если треугольник прямоугольный, то у него два острых угла.

9. Рассмотрим теорему „Если числа a, b рациональны, то сумма ba +  является рациональным числом“.
Сформулируйте высказывание, обратное этой теореме, и найдите его истинностное значение.

È Ë

È Ë
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Итоговый тест    Время  выполнения работы:45 минутГуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Дано множество xxX |{=  буква в слове „ответственность“}.

Найдите истинностное значение высказывания: „card X = 12.“

2. Даны множества A = {0; 2; 3; 6} и B = {2; 3; 7; 12}. Выясните, какое из множеств

M
1
 = {2; 3},       M

2
 = {2; 3; 6},       M

3
 = {0; 2; 3; 6; 7; 12},       M

4
 = {0; 6},       M

5
 = {7; 12},       M

6
 = {0; 6; 7; 12}

равно множеству:

a) ;BAU                       б) ;BAI                       в) .\ AB

3. Пусть 21, SS  – множества решений на R  уравнений 0322 =−+ xx  и 0)1)(3( 3 =−− xx  соответственно
Найдите:   a) ;21 SS U           б) ;21 SS I           в) ;\ 12 SS           г) .\ 21 SS

4. Пусть A, B – множества из задания 2. Найдите множество BAS ×=  и cardB(S).

Реальный профиль

1. Даны множества }.;{},3;2;1{ baBA ==
a) Заполните: cardB(A) = ;  cardB(B) = .

б) Найдите множество BAC ×=  и его кардинал.

2. Выясните, является ли предложение „Выпуклый четырехугольник имеет 3 диагонали“ высказыванием, и, в
случае утвердительного ответа, найдите его истинностное значение.

3. Приведите пример множеств, подтверждающих, что равенство ABBA \\ =  неверно.

4. Дана теорема „Если четырехугольник является ромбом, то в нем можно вписать окружность“.

a) Укажите необходимое условие, достаточное условие.

б) Сформулируйте высказывание, обратное теореме, и найдите его истинностное значение.

5. Используя метод математической индукции, докажите, что:  .,
6

)12)(1(
...321 2222 ∗∈++=++++ Nn

nnn
n

C1

7.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) Для любого натурального n дробь 1+n
n

 несократима.

б) ).01312()( 2 <+−∈∃ xxx R

8. Покажите, что истинно высказывание:
Для любых рациональных чисел a, b, ,ba <  существует по крайней мере одно рациональное число c такое,
что .bca <<

9. Применив метод математической индукции, докажите неравенство .5,,2 2 ≥∈> nnnn N

B1

4. Даны множества },076{ 2 <−+∈= xxxA R  }.036{ 2 ≤−∈= xxB R  Найдите:
a) ;BAU          б) ;BAI          в) ;\ BA          г) .\ AB

5.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) ).01()( 2 >+−∈∀ xxx R б) 3|(})1{\( nn ∗∈∃ N  и ).7|n
6. Проверьте истинностное значение высказывания: )).()(( BABABA UI =⇔=

È Ë

È Ë

È Ë
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Корни. Степени.
Логарифмы33ÌÎÄÓËÜ

выполнение операций с действительными числами: сложение, вычитание, умножение,  деление, возведение
в степень с рациональным или действительным показателем; действий с корнями n-й степени, },3,2{, ∈∈ nn N
с логарифмами положительных действительных чисел;
применение свойств степеней, радикалов, логарифмов при выполнении вычислений с действительными
числами.

§1 Корни
1.1. Понятие корня. Свойства

Известно, что n-я степень действительного числа b с натуральным ненулевым пока-
зателем n, обозначенная ,nb  – это произведение n множителей, равных b. Следовательно,
при заданном основании b и показателе n находим значение степени .abn =

В гимназии мы рассмотрели одну из обратных задач: если известно a – значение
степени и показатель степени n, ,2=n  то можно найти основание b, для которого

.2 ab =  Таким образом, решение уравнений II степени привело к введению понятия
квадратного корня. Именно неотрицательное решение уравнения ,0,2 ≥= aax  обозна-

чается через a  и называется квадратным корнем, или корнем второй степени из a.
Многие задачи приводят к решению уравнений степени больше, чем 2.
Например, необходимо определить длину ребра куба, если его объем равен:

a) 8 м3;  б) 5 м3.
В случае а) длина ребра равна 2 м, потому что .823 =  В случае б) на множестве

Q не существует точного значения длины ребра, так как не существует рациональ-
ного числа x, для которого .53 =x  Решение этого уравнения обозначается через

,53  и является корнем третьей степени (кубическим корнем) из числа 5.

пределение • Действительное число b называется корнем нечетной n-й степени, ,*∈n N
,1>n  из действительного числа a, если .abn =

• Неотрицательное действительное число b называется корнем четной n-й
степени, ,1,* >∈ nn N  из неотрицательного действительного числа a, если

.abn =
Корень n-й степени из числа a обозначают .n a  Значит, ,,, ∈=⇔= baabba nn R

,12 += kn  и .,2,,, *NR ∈=∈=⇔= + kknbaabba nn

Например, 43 16;5,0125,0;5,025,0 −−=−=  не существует;  .2,,00 ≥∈= nnn N

Применив свойства числовых неравенств и десятичные приближения чисел,
можно доказать, что при указанных в определении условиях значение корня
однозначно определено.

PPPPP Запомните!

PPPPP Вспомним

Цели

Каждый день учит нас чему-то новому.
Еврипид
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1.2. Преобразования иррациональных выражений

 Вынесение множителя из-под знака корня, внесение множителя под знак корня

Упростим выражение 3 34 577 ⋅− .

Решение:

.2727)57(7577 333 33 33 34 ⋅=⋅=−=⋅−
Если степень корня четная и под знаком корня содержатся переменные, то могут

быть использованы свойства 8°–11°.

Задание
с решением

амечание

Корень n-й степени из числа a вычисляем на основании определения, то есть
находим действительное решение уравнения вида ,12,, +=∈= knaaxn R  или
неотрицательное решение уравнения .,2,, *NR ∈=∈= + kknaaxn   Решением данного
уравнения может быть либо рациональное число, либо иррациональное число,
поэтому (при необходимости) находим его десятичные приближения при помощи
калькулятора, либо поступая как в следующей задаче.

Задача Вычислим десятичные приближенные значения с недостатком и избытком для
числа 3 2  с точностью до .10 2−

Решение:
Из двойного неравенства 33 221 <<  получаем, что ,221 3 <<  то есть 1 и 2 явля-

ются приближенными значениями числа 3 2  с недостатком и избытком соответственно
с точностью до 1. Рассмотрим кубы чисел от 1 до 2 с шагом 0,1: .2;9,1...;;2,1;1,1 3333

Заметим, что число 2 содержится между числами 728,12,1 3 =  и ;197,23,1 3 =  значит,
.3,122,1 3 <<  Так как ,102,13,1 1−=−  следует, что числа 1,2 и 1,3 – это приближенные

значения числа 3 2  с недостатком и избытком соответственно с точностью до 10–1.
Рассмотрим кубы чисел от 1,21 до 1,29 с шагом 0,01: .29,1...;;22,1;21,1 333  Так

как ,00376,226,1225,1953125,1 33 =<<=  то ,26,1225,1 3 <<  то есть 1,25 и 1,26 – при-

ближенные значения числа 3 2  с недостатком и избытком соответственно с точностью
до .10 2−

еорема 1 (свойства радикалов)
Для любых +∈Rba,  и четного натурального ненулевого n или для любых

R∈ba,  и нечетного натурального n, ,,, ∗∈Nspk  имеем:

1° ;)( aa nn =

2° ;nnn baba ⋅=⋅

3° ;)( n kkn aa =

4° ;0, ≠= b
b

a
b
a

n

n

n

5° ;2, ≥= kaa nkn k

6° ;,2, +∈≥= Rapaa
p knp nk

7° ;0 nn baba >⇒≥>

8° |;||,| 22 2 aaaak k ==

9° ;,|||| 222
+∈⋅⋅= Rbabaab kkk

10° ;0,,
||

||

2

2

2 ≠∈⋅= + bba
b

a

b
a

k

k

k R

11° .2,,||
2 2 ≥∈= paaa p skp ks R

Было бы ошибочным применить свойства 1°–7°, если не известны знаки значений
множителей, то есть является неверной запись вида:

.5)5( 2727 −⋅=− xxxx
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Действительно, областью допустимых значений (ОДЗ) выражения левой части

равенства является множество ),,5[]0,5[ ∞+− U  а ОДЗ выражения правой части

равенства является множество ).,5[ ∞+  Значит, при ]0,5[−∈x  равенство неверно.

При внесении множителя под знак радикала могут быть допущены ошибки следую-
щих видов:

a) ;982)7(27 2 =⋅−=−          б*) .
2

2

2
y

x

yx

x

y
x ==⋅

Правильное решение: a) ;9827 −=−       б*) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
>

=⋅
.0,

0,

если
если

2
xy

xy

x

y
x

a) Умножением числителя и знаменателя отношения вида (А – произвольное
выражение):

1) ,,, ∗
+∈

⋅
Rba

ba

A
n

 на ;1n nb −

2) ,,, ∗
+∈

±
Rba

ba

A
 на выражение, сопряженное знаменателю

( ba +  и ba −  – сопряженные выражения).

 Избавлением от иррациональности в знаменателе алгебраического отношения
называется преобразование, приводящее знаменатель этого отношения к рацио-
нальному виду. Это можно выполнить различными способами.

Пример
.

5

)27(2

)2()7(

)27(2

)27)(27(

)27(2

27

2
22

+=
−
+=

+−
+=

−

б) Применением формул:

;0,,2,),...)(( 1221 ≥≥∈++++−=− −−−− bannbabbaababa n nn nn nn nnn N

nnbabbaababa n nn nn nn nnn ,),...)(( 1221 N∈+−+−+=+ −−−−  – нечетное число.

Пример =
−

++=
+⋅+−

+⋅+=
− 3333

333

3 2333 233

3 2333 2

33 )2()3(

)469(2

)2233()23(

)2233(2

23

2
).469(2 333 ++

в) Последовательным исключением радикалов алгебраической суммы в знаменателе:

=
−+
++=

++−+
++=

−+ )2()53(

253

)253)(253(

253

253

1
22

−+
−++=

)31026)(31026(

)31026)(253(
 ).5065312213(

188
1 +−−=

Пример

Упражнения и задачи  

A
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Вычислите:

a) ;0025,0 б) ;369256 ⋅⋅ в) ;
49529

32425
⋅

⋅

г) ;)23( 2− д) ;)23(3 3− е) .)33( 2−
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C

5. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе:

a) ;
752

1

−
       б) ;

25

1
33 −

       в) ;
1813

5

−
       г) ;

721

1

++
       д) .

4

6
3

6. Сравните:   a) 3 53  и ;353          б) 3 43  и .243

Реальный профиль

A1

3. Вычислите:

a) ;27)31( 32 −−           б) ;
4

1

3

1
1

22
++           в) .2

64
3

2 32 −+−

B1

4. (  2023) Вычислите значение выражения .29 5,1 −

5. Вычислите:

a) ;378378 33 −⋅+ б) ;3472611625 −+−++ в) .302526212 −−+

6.  Работайте в парах!  Определите, верно ли равенство:

a) ;1)32(315263 =−⋅+ б) ;3809809 33 =−++ в) .7257253 33 +=−+

7. Покрасили пол помещения размера .445,8 мм×  Сколько граней куба с ребром 2,6м можно покрыть тем же

количеством краски при одинаковом расходе краски на 1м2?

C1

8. Найдите значение выражения:

a) ,)4)(7( aa +−  если ;547 =++− aa           б) .122122 +−+++++ xxxx

9. Покажите, что nmnmmnmm −=−−−−+ 32926926 2222  при .,,3 +∈≤ Rnmmn

10. Покажите, что при .)1)(1(,0,0 ++≤+≥≥ bababa

B

2.  Работайте в парах!  Вынесите множитель из-под знака корня:

a) ;163 б) ;2503 в) ;0,32 34 >aba г) ;0,25 32 <aba

д) ;12)3( 2 xx +− е) ;3 63 yx ж) ;0,169 23 <yyx з) .0,8 65 <bba

3. Внесите множитель под знак корня:

a) ;32 б) ;33− в) ;0,3 <− bb г) ;2
xx −⋅ д) ;7ac− е) ;23 yx ⋅

ж) ;2aa ⋅ з) ;0,3 >aa и) ;3y к) ;
2
x

x ⋅ л) ;23 xyx ⋅ м) .xx −⋅

4.  Работайте в группах!  Упростите выражение:

a) ;58)54()325)(532( 2 +−+−+ б) ;147
7
1

75483 +− в) ;
1530

612

−
−

г) );52()51( 3 +⋅+ д) ;
1

1

y

y

+
−

е) .324 −

1. (  2018) Заполните рамки натуральным числом,
чтобы полученное высказывание было истинным:

„ 2643 =  
.”

2. (  2019) Заполните рамки целыми числами, что-
бы полученное высказывание было истинным:

„  < 3 7 < .”
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§2 Степень с действительным показателем

 Вам уже известно понятие степени с целым показателем.

Для ,, ** RN ∈∈ an  было определено: ;...
множителей

43421
n

n aaaa ⋅⋅⋅=  ,
1

;10

n

n

a
aa == −  а .00 =n

1. Выражение 00 не определено.
2. 0>ma  для .,0 Z∈> ma

 Степень с рациональным показателем

При изучении степени и ее свойств возникает вопрос о необходимости рассмот-
рения и степени с рациональным показателем. Положительный ответ на этот вопрос
дает само развитие математики: множество N было расширено до Z, потом до Q,
затем до R и на этих множествах были определены арифметические операции.

Многие задачи в различных областях также приводят к степени с рациональным
показателем. Например, было установлено, что количество y бактерий, которые
размножаются в некоторой среде, выражается в зависимости от времени t формулой

.tay =  Если 
2
3=t часа, то количество бактерий в этой среде через 

2
3
часа будет

,2
3

ay =  то есть получили степень с рациональным показателем.

При определении степени с рациональным и иррациональным показателями
естественно потребовать, чтобы оставались в силе свойства, которыми обладают
степени с целым показателем.

Соблюдая это условие, выясним суть выражения ,n
m

a  ., *NZ ∈∈ nm  Для 0>a

получаем .)( mnn
mn

n
m

aaa == ⋅  Так как ,)( mnn m aa =  то логично считать, что .n mn
m

aa =

пределение n mn
m

aa =  для любых .2,,, ** ≥∈∈∈ + nnma NZR

Пример

 Задание Докажите, что если ,Z∈= kn
m  то .kn

m

aa =

1. 00 =n
m

 для ., *N∈nm

2. Значение степени n
m

a  не зависит от способа записи показателя .
n
m

В самом деле, если ,
q

p

n
m

x ==  то, используя свойства корней, получаем:

.n
m

n mnq mqqn pnq pq

p

x aaaaaaa ======

3. Степень положительного числа с рациональным показателем положительна,
так как значение корня любой степени из положительного числа положительно.

4. Справедливое для степени с целым показателем свойство 
x

x

a
a

1=−  выпол-

няется и для степени с рациональным показателем, .∗
+∈Ra  Действительно:

.
111

n
mn m

n
m

n mn
m

aaa
aa ==== −

−

PPPPP Запомните!

PPPPP Запомните!

.99)3()3(27)27( 3 33 323 233 23
2

=====

PPPPP Вспомним
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Следующая теорема показывает, что степени с рациональным показателем об-
ладают теми же свойствами, что и степени с целым показателем.

еорема 2 (свойства степеней с рациональным показателем)

Для ,,,, * QR ∈∈ + yxba  верно:

1°  ;yxyx aaa +=⋅ 2°  ;)( xyyx aa =

3°  ;)( xxx baab ⋅= 4°  ;
x

xx

b

a
b
a =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛               5°  ;yx

y

x

a
a

a −=

6°  a) ,yx aa >  если ;,1 yxa >>   б) ,yx aa <  если ;,10 yxa ><<
7°  a) ,xx ba >  если ;0, >> xba   б) ,xx ba <  если ;0, <> xba

8°  ).()1,( yxaaa yx =⇔≠=
Доказательство:
Докажем свойства 1°, 2°, 4° (остальные свойства можно доказать аналогично).

Пусть .1,1,,,,,, * >>∈∈== rkrkpm
r

p
y

k
m

x NZ  Используя свойства корней

и степеней с целым показателем, получаем:

1° ;yxr

p

k
m

kr

kpmr
kr kpmrkr kpkr mrr pk mr

p

k
m

yx aaaaaaaaaaaa +++
+ ====⋅=⋅=⋅=⋅

2° ;)()()( xyrk

mp
rk mpr k mpr pk mr

p

k
m

yx aaaaaaa ======

4° .
x

x

k
m

k
m

k m

k m

k
m

m

k

m
k
m

x

b

a

b

a

b

a

b

a
b
a

b
a

b
a ====⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛    

 Задание Докажите свойства 3°, 5°–8°.

 Степень положительного числа с иррациональным показателем определяем,
используя десятичные приближения иррационального числа с недостатком и
избытком (см. модуль 1). Известно, что для любого иррационального числа x
существуют такие рациональные числа ,, nn xx ′  что ,nn xxx ′<<  ,10 n

nn xx −=−′
.N∈n

пределение Степенью числа a, 1>a  ,)10( << a  обозначенной ax, с иррациональным пока-
зателем x, называется действительное число t, которое для любого натураль-
ного n удовлетворяет двойным неравенствам  nn xx ata ′<<  ,)( nn xx ata <<′  где

nn xx ′,  – десятичные приближения числа x с недостатком и избытком соответ-
ственно (с n цифрами после запятой).

По определению считаем, что 11 =x  для любого иррационального числа x.

Можно доказать, что, при указанных в определении условиях, значение степени
xa  однозначно определено.

Задание
с решением

Что понимаем под числом:   a) ;5 2                 б) ?)1,0( 2

Решение:
a) Известны десятичные приближения числа 2 :

;5,124,1;221 <<<<   ...;415,12414,1;42,1241,1 <<<<
Следовательно,  число 25=t  является единственным числом, которое удовлетво-

ряет двойным неравенствам:
...;55;55;55;55 415,1414,142,141,15,14,121 <<<<<<<< tttt

б) 2)1,0(=s  является единственным числом, удовлетворяющим двойным неравен-

ствам: ;)1,0()1,0( 12 << s  ;)1,0()1,0(;)1,0()1,0( 41,142,14,15,1 <<<< ss  ...;)1,0()1,0( 414,1415,1 << s

Пример .)()())(( 33
1

33
1

3
2

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

bababbaaba −=−=++−
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Упражнения и задачи  

A
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Вычислите:

a) ;
2
3

53
1

1

−
− ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛+⋅                б) ;

108,21028,9

9
65

5,0

−− ⋅−⋅
               в) ;

52

5
1

2504,0

4

1

2

⋅

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⋅
−

−

г) ;
625
1

5
1

125
1

25
1

31045

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−−

             д) ;)5,2()4,0()73,2( 220 ⋅⋅ −              е) .
3)5,0(
4
7

73

12

1

−

−

⋅

⋅⋅

2. (  2011) Заполните рамку, чтобы получилось истинное высказывание: „Если ,,2 ∗
+∈= Raax  то =+12x ”.

3. (  2021) Впишите в рамку целое число, чтобы получилось истинное высказывание:   „ ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
3
2  

16
81= ”.

 Степень положительного числа с действительным показателем обладает теми
же свойствами, что и степень с рациональным показателем. Докажем, например,
свойство 1° теоремы 2.
Доказательство:
Из двойных неравенств nn xxx ′<≤  и ,nn yyy ′<≤  где nnnn yyxx ′′ ,,,  – десятичные

приближения действительных чисел x, y, получаем, что nnnn yxyxyx ′+′<+≤+  и при
1>a  имеем ,nn xxx aaa ′<≤  ., N∈<≤ ′ naaa nn yyy  Умножив почленно эти неравенства,

получим ,
''
nnnn yxyxyx aaaaaa <≤  или .nnnn yxyxyx aaaa ′+′+ <≤  Поскольку yxa +  также

должно удовлетворять последнему неравенству для ,N∈n  то ввиду единственности
числа, удовлетворяющего этим неравенствам, следует, что .yxyx aaa +=   

1. При 0≤a  степень с иррациональным показателем не определяется.
2. Для 0>a  и R∈x  имеем ,0>xa  так как xa  содержится между двумя степеня-

ми с рациональными показателями числа a, которые, как известно, поло-
жительны. Следовательно, значение xa  – положительное число.

Задания
с решением

1. Вычислим .
2
1

273 −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

Решение:

.5122)2(
2
1

2
1

2
1 991

981
27

3

===⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−
−−

−

2. Сравним:
a) действительные числа x и y, если известно, что ;)57()57( yx −≥−
б) число 2,1)57( −  с 1.

Решение:
a) Поскольку даны две степени с одинаковым основанием, сравним с единицей

это основание. Из двойных неравенств 57,253,352,372 >−<−<−<<<<
следует, что .1570 <−<  По свойству 6° теоремы 2 получаем, что .yx ≤

б) Имеем .1)1()57( 02,1 =<−

PPPPP Запомните!

B

4.  Работайте в парах!  Упростите выражение:

a) ;
3
2

3
1

3
1

3
2

ba
bbaa

+
+−

         б) ;
2
2 2

1

x
xx +

         в) ;

2

4

2
1

4
3

2
1

aa

aa

+

−
         г) .

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

ba

ba

aba

b

bba

a +−
−

+
+
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5.  Исследуйте!  Сравните с 1:   a) ;
3
1

2,1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                б) ;
3
5

10

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                в) .)3( 5,1−−π

6. Цена футболки после двух последовательных повышений на один и тот же процент изменилась со 100 д. е.
до 125,44 д. е. На сколько процентов повышалась цена каждый раз?

C

7. Кристалл поваренной соли (NaCl) состоит из 4 ионов натрия ( +Na ) и 4
ионов хлора ( −Cl ), расположенных в вершинах решетки в виде куба.
Диагональ грани куба равна 8104 −⋅ см. Сколько таких кубиков содержатся
(приблизительно) в одной крупице соли объемом 0,1 ?3мм

8. Найдите x, если одна сторона прямоугольника равна 2
3

x см, другая – 2x см,

а площадь прямоугольника равна 15 см2.

−Cl

−Cl
−Cl

−Cl +Na

+Na

+Na

+Na

Реальный профиль

A1

1. Вычислите:

a) ;
5

5952
18

1920 ⋅−⋅ б) ;)25,6(
4
1

)34,0(4 5,0

5,0

01 ⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛+⋅−

в) ;)1,0()7()3,0(
3
5 401

4
3

4

−−

−

⋅⋅⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
г) ;

54

)2,0(255)2,0(
2

4441

⋅
⋅⋅⋅ −−

                    д) .)9(9)3( 271361 −− ⋅

2. (  2012) Впишите соответствующий показатель степени:   222 =+ nn  
.

3. (  2019) Вычислите значение выражения: .8
2
1 3

21

+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−
−

4. (  2022) Вычислите значение выражения: .8325
3

−

B1

5.  Работайте в группах!  Упростите выражение (на соответствующей ОДЗ):

a) ;
2 3

1
3
1

3
2

3
2

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

ba
baa

bbaa

ba
+

+−
+−

+
б) ;

1

1

1

11
:

1

1
1

1
2
1

2

1

3

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

−
−− −−−

−

x
x

x
xx

x

x

в) ;
2

3

2

3 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

yx

yx

yx

yyxx

yx −⋅
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+

+−

+
г) ;2

:8

42
3

333
4

3
2

33
2

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⋅−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

++

y
x

xyxyx

yxyx

д) ( ) ;)7(
52

5
−

е) .
15

5

25

75
27

337

108

48

⋅

6.  Исследуйте!  Сравните с 1:

a) ;)35( 2
1−

−                 б) ;)17( 3
1

−                 в) ;)13( 2
7

−                 г) ;
7
2

32 +

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                 д) .)27(
8
3

3
1

1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

7. Проверьте справедливость равенства: ,2))1(2())1(2( 2
1

2
1

2
1

2
1

=−−+−+ xxxx  если .21 ≤≤ x

C1

8. Какому из множеств −
∗
++ RRRR ,,,  должны при-

надлежать числа a, b, чтобы выполнялось равен-

ство: ?)( 3
1

3
1

3
1

baab ⋅=

9. Найдите ОДЗ и упростите выражение:

.
1|1|

42
3

3 9345

−−
+⋅+

m

mmm
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Примеры a) ,
2
1

2log2 =  так как ;22 2
1

=      б) ,49log
3

=  так как .9)3( 4 =

1. Условие 1≠a  обязательно, поскольку в противном случае, согласно определе-
нию логарифма, 11 =b  для любого R∈b  и, следовательно, число b не
определяется однозначно.

2. Условие, чтобы числа a и c были положительными, исходит из понятия сте-
пень числа с действительным показателем и из того, что такая степень
принимает только положительные значения. Поэтому выражения вида log

3
(–

6), log
(–3)

9 не имеют смысла.

3. В некоторых случаях в вычислениях используются десятичные логарифмы
(обозначаются ,log10= cclg  )0>c  и/или натуральные логарифмы
(обозначаются ,0,log >= ccc eln  где e = 2,7182... – иррациональное число,
которое будет определено позже).

4. К понятию логарифм числа мы вернемся в модуле 7.

PPPPP Запомните!

§3 Логарифмы

3.1. Понятие логарифма

В предыдущем параграфе определили степень с положительного действительного
числа a  с произвольным действительным показателем  b  так, что .0, >= ccab

Равенство cab =  порождает проблему: существуют ли R∈x  такие, что

?...},,
4
3

,27,10,9{ π∈xa

Например, для ,3=a  получим .27,9 32 == aa
В общем случае, нахождение x такого, чтобы ,,, **

++ ∈∈= RR yaya x  послужило
одним из мотивов введения понятия логарифма.

Сформулируем без доказательства следующее утверждение:

еорема 3 Для любых положительных действительных чисел ,1,, ≠aca  существует
единственное действительное число b, удовлетворяющее равенству .cab =

амечание Единственность числа b следует из свойства 8° степеней.

Логарифмом положительного числа c по основанию ,, *∈ +aa R  ,1≠a  называется
действительное число b, для которого .cab =

Обозначают: .log bca =
Следовательно, cabc b

a =⇔=log   (1).
Подставив выражение для b в равенство (1), получим основное логарифмическое
тождество:

ca ca =log   , .1,, * ≠∈ + aca R

пределение

Логарифмы были изобретены шотландским ученым Джоном Непером (1550–1617).

Он сделал открытие, что умножение и деление чисел можно заменить соответственно

на сложение и вычитание логарифмов этих чисел. И. Кеплер, например, использовал

десятичные логарифмы для громоздких астрономических расчетов. В настоящее время

сложно найти область науки, где бы не применялись логарифмы.
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3.2. Свойства логарифмов

еорема 4 (свойства логарифмов)

Для любых ,,1,1,,,, * RR ∈≠≠∈ + αcayxca  верно:

1° ;1log =aa

2° ;01log =a

3° xa xa =log  (основное логариф-
мическое тождество);

4° ;loglog)(log yxxy aaa +=

5° ;logloglog yx
y
x

aaa −=

6° ;loglog xx aa αα =

7° );0(log1log ≠= ααα xx aa

8° ;
log
log

log
a
x

x
c

c
a =

9° ;
log

1log
a

c
c

a =

10° ;loglog yxyx aa =⇔=
11° ,loglog0 yxyx aa >⇒>>  если 1>a

и ,loglog yx aa <  если .10 << a

амечание Свойства 4°–7° могут быть обобщены в виде свойств 12°–15°.

еорема 5 (свойства логарифмов, обобщение)

Для любых ,,2,,, *** ZRR ==∈∈ −+ kkvux α  выполнены равенства:

12° |;|log||log)(log vuuv aaa += 14° |;|loglog uu aa αα =

13° |;|log||loglog vu
v
u

aaa −= 15° .log
1

log || xx uu αα =

Задание
с решением

Упростим выражение: .350log5,0log10log 55

2

5 +⋅+=A

Решение:
Применив свойства логарифмов, перейдем во всех слагаемых выражения A к

логарифмам по основанию 5:
3)225(log)2(log))52((log 5

1

5

2

5 =+⋅⋅+⋅= −A

3)2log5(log2log)5log2(log 5

2

55

2

55 =++⋅−+=

.43)2(log2log212log22log 2

555

2

5 =+−−++=

Доказательство:

Свойства 1° и 2° следуют из равенств aa =1  и 10 =a  соответственно.

3°  Пусть ,1, ≠= axab  тогда .log xb a=  Подставив выражение для b в первое

равенство, получим .log xa xa =

4°  Исходя из свойства 3°, получим .loglogloglog)(log yxyxxy aaaaa aaaxya +=⋅==  На осно-
вании свойства 8° степени получаем, что .loglog)(log yxxy aaa +=

Свойства 5° и 6° доказывают аналогично свойству 4°.

7° ,)()(
log

1
loglog xxx a

aa aaxa ααα α ===  следовательно, .log
1

log xx aa αα =

8°  .)( log

log

log

log

loglog

log
log

loglog a

x

a

x

aa

x
a

xx c

c

c

c

cc

c
c

ca acccxa =====
⋅

 Приравнивая показатели сте-

пеней, получаем соответствующее свойство.

Свойство 9° следует из свойства 8° при ,cx =  с учетом, что .1log =cc
   

Свойства 12°–14° следуют из свойств 4°–7° при замене uv  на |,| uv  
v
u  на

,v
u

 αu  на .|| αu
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В силу свойств 3° и 6° любое положительное число можно представить как степень
любого другого положительного, отличного от 1, числа или как логарифм
положительного числа с произвольным положительным, отличным от 1, основа-
нием. Действительно, .1,,,log *log ≠∈== + ccacca a

c

ac R  Эти представления при-
меняются при решении уравнений, неравенств и т. д.

Упражнения и задачи  

A
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Вычислите:

a) ;25 3log5 б) ;
5log

25log

2

2 в) ;2log9log5log 543 ⋅⋅

г) ;4log2

5,0 д) ;5
3log24log 55

+
е) (  2022)  .44log

2
−

2. (  2023) Вычислите: .5,432log4 −

3. (  2012) Заполните рамку, чтобы получилось истинное высказывание:   „ =⋅ 5log 773 ”.

4. (  2014) Впишите целое число, чтобы получилось истинное высказывание:   „
2

log  = 2”.

B

5.  Работайте в парах!  Найдите число x, если .256lg25,0625lg5,02lg35lg2lg +−−=x

6. Упростите выражение: .81log8log36log3log 4336
⋅+⋅

7.  Исследуйте!  Докажите, что:   a) ;2431036 36log2lg15log 96 =−+ −      б) .363381 9log
2

16log9log
1

795 =++

8. (  2021) Вычислите значение выражения: .4log6log 33
−

9. Выразите число 56 через a и b, если .7log,2lg 2 ba ==

C
10. Запишите в порядке возрастания числа .5log,1,3log 22

11. Докажите потенцированием, что .5,02log3 >

PPPPP Запомните!

Операция, при выполнении которой выражению E, E > 0, ставится в соответствие
,1,0,log ≠> aaEa
 называется логарифмированием. Действие, обратное логариф-

мированию, то есть отыскание выражения по его логарифму, называется потенци-
рованием.

амечание Сравнение логарифмов с одинаковыми основаниями выполняется следующим
образом: если ,1>c  то ,loglog baba cc <⇔<  а если ,10 << c  то

.0,,loglog >>⇔< bababa cc

Задание
с решением

Сравним:
a) 3log2  с 1,5;          б) 

3
1

lg  с .
5
1

lg

Решение:
a) Полагаем, что .5,13log2 <  Потенцируя, на основании свойств степени получаем

.2322 5,15,13log2 <⇔<  Последнее неравенство неверно, так как .322222 32
3

5,1 <===
Следовательно, верно, что .5,13log2 >

б) Так как ,
5
1

3
1 >  согласно свойству 11°, получим .

5
1

lg
3
1

lg >

PPPPP Запомните!
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Реальный профиль

A1

1. (  2013) Впишите один из знаков >, < или =,
чтобы получилось истинное высказывание:

„ 3log
3

 
9
1

log
3
1 ”.

2. (  2015) Впишите один из знаков >, < или =,
чтобы получилось истинное высказывание:

„
2
1

log2  0”.

3. (  2017) Впишите один из знаков >, < или =,
чтобы получилось истинное высказывание:

„ 8log3  8log2 ”.

B1

5. Потенцированием найдите число x, если .25log25log
2
1

5log2log 2
55

4
55 −−+=x

6. (  2022) Найдите значение выражения: .
25
1

log2 5

36log4 −

7. (  2021) Вычислите значение выражения: .37 2
1

3log49
−

⋅

8. Найдите:

a) ;5log,3logdacă,8log 303030 ba ==                б) .24log,12logdacă,168log 12754 ba ==

9.  Работайте в парах!  Применив свойства степеней, докажите, что:

a) ;7,02log6,0 3 <<           б) .2)7,0( 3
1

3
1 −

>

Упражнения и задачи на повторение  

1. Вычислите:

a) ;643 б) ;
4
9

log4log 33 + в) ;027,053

г) ;1,0)09,0())6,0(( 4275,04 1 −−−− ⋅⋅
−

д) (  предтестирование, 2024) .5,2125log5 −

2.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) ;7227 >                б) ;5,0log2log
33

<                в) ;3162813 −=+                г) .25log
9
5

log 33 =−

3. Вычислите:      a) );563125()53227( −+⋅+−                 б) .4:5,02 34
1

−⋅

4. Зная, что 2344 =+ −aa , найдите значение выражения .22 aa −+

A

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

C1

10.  Работайте в группах!  Докажите (при допустимых значениях переменных), что:

a) ;log1
log

log
b

x

x
a

ab

a +=  б) ;7dacă,
2

||lg||lg

3
||

lg 22 abba
baba =++=+

в) ;
loglog

loglog
log

cc

cc
c

ba

ba
ab +

⋅=

г) ;lglg

lglg

aa a

a

= д) ;loglog)log(log2loglog 2 ppppnp nnnpnpn =−⋅++ е*) .0
loglog =− ab ba ba

11*.Упростите выражение: ,loglog2loglog mmmm babababa −+−+ ⋅−+  если ,222 bam −=
.1,)(, * ≠±∈± + babam R

4. Упростите выражение (при допустимых значениях
переменных):

a) |;|loglog 22 bab −
б) ;loglog 42

2 bb
aa +

в) ;1log)log(log)2log(log −−++ abbab bababa

г) ;
2log

192log

2log

24log

12

2

96

2 −

д) ;log)loglog)1log(log6( 2
1

26
2 bbbba aaaab −+++ −

е) .18
2
1

2log3
1

log2
1

1
24 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

+
aaa
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B1

4.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) ;7257253 33 +=−+ б) .312918996 3 3333 −−=−

5.  Работайте в группах!  Упростите выражение (при допустимых значениях переменных):

a) );)22(16)(1622( 3
1

25,025,03 +− −− б) ;393 36log5log3log

1

935 +−

в) ;
1

3

2
3 3

3 ab

aab
ba

baa −
−+⋅

⋅+
г) ).2(log)2(log)2(log

6
16

3
6

−+−+− aaa

6. Сравните:

a) ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − 6
116log6

11log 23,0  cu 0; б) 22 ))2(( −  cu ;))3(( 33 − в) 
4
1

5
1

2
5

)4( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 cu ;)8(
6
1

4
1

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

г) 7log
2

 cu ;3log 2,0 д) (  2023) 325,0 5,0 +  cu .28 5,0⋅

B

5.  Работайте в парах!  Упростите выражение:

a) ;
21

4
2:12

12
1 2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++− x
x

xx
x

б) .2log9log5log 543 ⋅⋅

6. Сравните числа:

a) 24  и ;273 б) 16)5(  и .5
1 10−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

7. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе:

a) ;
36

3
+

                б) ;
53

4
33 +

                в*) .
523

1
−−

C
8. Бассейн санатория в виде параллелепипеда наполняют лечебной водой

из цистерны до уровня 1,77 м. Основанием бассейна является прямо-
угольник со сторонами 2,0 м и 2,3 м. В наличии цистерны в виде куба с
ребром: 1,9 м, 1,95 м, 2,0 м, 2,05 м, ... Какую цистерну следует выбрать,
чтобы водой из нее можно было наполнить бассейн, не превышая пре-
дусмотренного уровня?

9. Некто утверждает, что 23 < , так как из 23 )5,0()5,0( <  последовательно

следует: .23,5,0lg25,0lg3,)5,0lg()5,0lg( 23 <<<
Где ошибка?

Реальный профиль

A1

1. (  2014) Впишите один из знаков >, < или =, чтобы получилось истинное высказывание:

„
8
1

log2  3 8− ”.

2. (  2016) Впишите один из знаков >, < или =, чтобы получилось истинное высказывание:

„ 3

27
8−  

4
3− ”.

3. Докажите, что: a) ,21212 =−−+−+ xxxx  если ;21 ≤≤ x

б) ),log(log2
1

3log baba
ccc +=+

 если .1,,,,722 ≠∈=+ ∗
+ ccbaabba R

È Ë
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C1
7. При каких значениях a верно равенство ?)1,0(),(log2log 2 ≠>−= bbaa bb

8. Вычислите:

a) ,8log
3

 если ;3log12 a=                                                    б) ,8log30  если .5log,3log 3030 ba ==

9. Найдите натуральное число n, при котором верно равенство .273333 513852 =⋅…⋅⋅⋅ −n

Итоговый тест
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

В заданиях 1, 5 укажите верный вариант.

1. Значения переменных a, b, для которых ,333 baab ⋅=  принадлежат множеству

A  .+R                     B  .R                     C  .∗
+R                     D  Z.

2. Сравните числа 73  и .37

3. Найдите истинностное значение высказывания:

a) ;48 23
2

=                           б) .333 4
3

4
1

2
1

=⋅

4. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе .
57

214
+

5. Значение выражения 
26
3

3
13

)8( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

:

A  больше 1.               B  меньше 1.               C  равно 1.

6. Вычислите: .1,1,2 log
2

1loglog
2

>>+− + babaa bba aab

Реальный профиль

В заданиях 1, 4 укажите верный вариант.

1. Значения переменных a, b, для которых ,, *222 N∈⋅= nbaab nnn  принадлежат множеству

A  .+R                     B  .R                     C  .∗
+R                     D  Z.

2. Сравните числа 3
1

3 )4(  и .)2( 4
1

3

3. Упростите выражение .

)()( 4
5

4
1

44
1

44
5

3223

xyxxyy

yyxxyx

−+−

−−+

4. Значение выражения 3

27

2
313

16
8
1

4
2
1 ⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ :

A  больше 1.             B  меньше 1.             C  равно 1.

5. Вычислите:  .)256(loglog 5
1

42−

6. Найдите допустимые значения переменной a и упростите выражение:

).17(:)232( 49
32

274/1
2 log4)1(loglog

−−−− + aa aaa

   Время  выполнения работы:45 минут

È Ë
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Треугольники. Окружность и круг.
Повторение и дополнения34ÌÎÄÓËÜ

идентификация и использование аксиом, определений и теорем, свойственных
геометрии на плоскости;
применение элементов геометрии в различных контекстах;
идентификация и применение треугольников и их свойств в различных ситуациях;
распознавание и применение окружности, круга и их свойств в реальных и/или
смоделированных ситуациях.

§1 Элементы дедуктивной геометрии
В курсе геометрии V-IX классов вы научились различать и определять основные

фигуры на плоскости и в пространстве, узнавать основные свойства этих фигур
опытным путем, многократными построениями, внимательным наблюдением и
их описанием. В результате этих экспериментальных наблюдений были выведены
правила и сформулированы опредления в виде обобщений замеченных свойств. В
этом заключается интуитивный (индуктивный) метод изучения геометрии.

В дальнейшем мы будем углублять и систематизировать эти навыки и умения,
используя наряду с интуитивным методом и рациональный (дедуктивный) метод
изучения геометрии.

Сущность дедуктивного метода изучения геометрии состоит в том, что свойства
геометрических фигур выводятся точными рассуждениями, опирающимися лишь
на общие свойства фигуры, отвлекаясь от всего частного изучаемой фигуры. Таким
образом, суждение принимает универсальный характер, т. е. оно пригодно как в
случае изучаемой фигуры, так и в случае всех фигур с теми же свойствами.

Геометрия – это огромный сад, где каждый может
выбрать букет по своему вкусу.

Давид Гильберт

Основными (неопределяемыми) понятиями геометрии являются: точка, прямая,
плоскость (как множество точек), расстояние, величина угла. Основными отноше-
ниями являются: отношения инцидентности (принадлежности), отношения порядка,
отношения конгруэнтности и параллельности.

Сформулируем высказывания, которые выражают отношения между основными
понятиями. Эти высказывания заведомо предполагаются верными и называются
аксиомами. В них выражаются известные свойства геометрических фигур, которые
широко применялись в гимназии.

В данном учебнике использована видоизмененная система аксиом Д. Гильбер-
та, классифицированная по следующим группам:

1) аксиомы инцидентности (принадлежности) (И);
2) аксиомы порядка (П);
3) аксиомы измерения (M) и отложения (О) отрезков и углов;
4) аксиома существования треугольника, конгруэнтного заданному треуголь-

нику (аксиома перемещения треугольника) (ПТ);
5) аксиома параллельности (ПП).

Давид Гильберт
(1862–1943) –
немецкий
математик

Цели
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  Аксиомы инцидентности (принадлежности)

И 1 Через любые две различные точки проходит прямая, и только одна.
И 2 Для любой прямой существуют точки, принадлежащие этой прямой, и

точки, не принадлежащие ей.

Прямая обозначается строчными буквами латинского алфавита (рис. 4.1 a). Если
A и B – две различные точки на прямой, то прямая может быть обозначена AB
(рис. 4.1 б). На рисунке 4.1 в) изображены: прямая a, две различные точки A и B,
принадлежащие ей  ),,( aBaA ∈∈  и точки C и D, которые не лежат на прямой a

).,( aDaC ∉∉

Рис. 4.1

A B a C

DA
B

aaa) б) в)

  Аксиомы порядка

Аксиомы порядка выявляют отношения между точками, лежащими на прямой.
Эти отношения выражаются словами „лежит между“ или „находится между“ и др.

П 1 Из трех различных точек, лежащих на прямой, одна и только одна нахо-
дится между двумя другими.

Рассмотрим точки A, B, C, лежащие на прямой a
(рис. 4.2). Высказывания 1)–4) эквивалентны.

1) Точка C находится между точками A и B.
2) Точка C лежит между точками A и B.
3) Точки A и B лежат по разные стороны относительно точки C.
4) Точки A и C лежат по одну сторону относительно точки B.

П2 Для любых двух различных точек A и B, лежащих на прямой, проходящей
через них, существует хотя бы одна такая точка C, что B находится между A и C.

П 3 Любая прямая разбивает множество точек плоскости, не принадлежащих
прямой, на два непустых непересекающихся подмножества точек, которые
называются полуплоскостями, так, что от-
резок, соединяющий две точки из различ-
ных полуплоскостей ([AC]), пересекает пря-
мую, а отрезок, соединяющий две различ-
ные точки из одной полуплоскости ([AB]),
не пересекает прямую (рис. 4.3).

A Ba

Рис. 4.2

C

  Аксиомы измерения и откладывания отрезков и углов

M 1Каждому отрезку ставится в соответствие одно и только одно неотрицатель-
ное число, называемое длиной отрезка. Длина отрезка равна нулю тогда и
только тогда, когда отрезок является нулевым. Длина отрезка равна сумме
длин отрезков, на которые он разбивается любой его внутренней точкой.

Длина отрезка [AB] обозначается через AB.
Используя различные единицы измерения (сантиметр, метр, километр, ...),

получим различные числовые значения, выражающие длину отрезка.

a

A

B

C

D

Рис. 4.3

β

M 2Каждому углу ставится в соответствие одна и только одна градусная мера
(величина), заключенная между 0° и 180°. Развернутому углу соответствует
180°, а нулевому углу соответствует 0°. Величина угла равна сумме величин
углов, на которые он разбивается любой полупрямой с началом в вершине
угла, проходящей через его внутреннюю область.
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О1 Для любого неотрицательного действительного числа p на заданной полу-
прямой существует единственная точка, которая вместе с началом полу-
прямой задает отрезок длины p.

О2 Для любого ,1800, °<<° ϕϕ  в заданной полуплоскости, ограниченной несу-
щей прямой любой заданной полупрямой, существует единственный угол
величины j, одной из сторон которого является заданная полупрямая.

Новые понятия в геометрии обычно вводят с помощью определений.

Примеры 1. Прямая, которая проходит через середину отрезка и перпендикулярна к нему,
называется серединным перпендикуляром (медиатрисой) отрезка.

2. Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей
стороны треугольника, называется медианой треугольника.

3. Точки, принадлежащие одной и той же прямой, называются коллинеарными
точками. В противном случае точки называются неколлинеарными точками.

Теорема – это утверждение, устанавливающее некоторое свойство и требующее
доказательства. Знаем, что большинство теорем, втречающихся в курсе геомет-
рии, формулируются (или могут быть сформулированы) следующим образом:
„Если A, то B”, где A и B являются предложениями, которые называются соот-
ветственно условием и заключением теоремы (см. Модуль 2).
Условие теоремы называется достаточным условием для заключения, а заклю-
чение теоремы называется необходимым условием для условия теоремы.
Доказательство теоремы – это цепь верных умозаключений, основанных на
аксиомах, теоремах или уже доказанных утверждениях.

 Запомните!

Пример Рассмотрим схематичное доказательство теоремы:
„Если фигура ABC является треугольником, то сумма величин его внутренних углов

равна 180°“.
A

B

DE
1

2 3

45

C
Рис. 4.4

Проведем BCAD ||  (рис. 4.4).

),3(m)2(m)1(m ∠+∠+∠=S
52 ∠≡∠  (внутренние накрест лежащие углы), 43 ∠≡∠  (внутренние

накрест лежащие углы),

следовательно, ).5(m)4(m)1(m ∠+∠+∠=S
,180)5(m)4(m)1(m °=∠+∠+∠  так как EAD∠  – развернутый угол.

Таким образом, .180°=S

Аксиома существования треугольника, конгруэнтного данному
треугольнику

ПТ (аксиома конгруэнтного перемещения треугольника). Пусть ABC – треуголь-
ник и [A

1
M – полупрямая. Тогда в заданной полуплоскости, ограниченной

прямой A
1
M, существует такой треугольник, конгруэнтный треугольнику

ABC, что одна из его вершин совпадает с точкой A
1
, вторая вершина, B

1
,

принадлежит полупрямой [A
1
M, а третья вершина, C

1
, принадлежит задан-

ной полуплоскости.

ПП (аксиома параллельности). Через любую точку, не лежащую на данной
прямой, проходит одна и только одна прямая, параллельная данной.
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Примеры 1. Теорема „Если две хорды некоторой окружности равноудалены от ее центра,
то они конгруэнтны“ является обратной к теореме „Если две хорды некоторой
окружности конгруэнтны, то они равноудалены от центра окружности“.

2. Обратное высказывание для теоремы „Если четырехугольник является прямо-
угольником, то его диагонали конгруэнтны“ формулируется следующим
образом: „Если диагонали некоторого четырехугольника конгруэнтны, то
он является прямоугольником“. Это ложное высказывание.A B

D C
Рис. 4.5

На рисунке 4.5 изображен четырехугольник ABCD с конгруэнт-
ными диагоналями AC и BD, но ABCD не является прямоуголь-
ником.

3. Взаимно обратные высказывания „Если четырехугольник является прямо-
угольником, то его стороны конгруэнтны“ и „Если стороны четырехуголь-
ника конгруэнтны, то он является прямоугольником“ оба ложны.

В некоторых случаях утверждения двух взаимно обратных теорем формули-
руются в виде одной теоремы при помощи словосочетания „необходимое и доста-
точное условие“ или „если и только если“, или „тогда и только тогда“.

Например, две взаимно обратные теоремы из примера 1 можно сформулировать
так: „Для того, чтобы две хорды одной и той же окружности были конгруэнтны,
необходимо и достаточно, чтобы они были равноудалены от ее центра“ или „Две
хорды одной и той же окружности равноудалены от ее центра тогда и только тогда,
когда они конгруэнтны“.

Высказывание „Диагонали ромба взаимно перпендикулярны“ является теоре-
мой. Она может быть сформулирована в виде: „Если параллелограмм является
ромбом, то его диагонали взаимно перпендикулярны“. Теперь легко сформу-
лировать обратное высказывание: „Если диагонали параллелограмма взаимно
перпендикулярны, то он является ромбом“. Оно также является теоремой.

Часто доказательство прямой теоремы вызывает трудности, поэтому вместо этой
теоремы доказывают теорему, противоположную обратной. В этом состоит метод
доказательства от противного. В доказательствах методом от противного
истинность заключения следует из ложности его отрицания (см. Модуль 2).

В процессе этого доказательства мы использовали теоремы о конгруэнтности
внутренних накрест лежащих углов (теорема 2). Доказательство также опирается
на аксиому параллельности (ПП) и аксиому M2.

Неявно использованы и определения: определение параллельных прямых, секу-
щей, угла, треугольника, внутренних накрест лежащих углов.

Также неявно присутствуют неопределяемые понятия: „точка“, „прямая“, „ра-
венство“.

Применяются и разные логические операции.

Рассмотрим высказывание: „Если I, то C“ (1).
Поменяв местами в высказывании (1) условие и заключение, мы получим новое

высказывание: „Если C, то I“  (2).
Эти два высказывания могут быть:

1) оба верны,
2) одно из них верно, другое неверно,
3) оба неверны.

Если оба высказывания верны, то они являются теоремами и называются взаимно
обратными теоремами. Как правило, одна из этих теорем называется прямой
теоремой, а другая – обратной (см. Модуль 2).
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Пример Теорема. Если две различные прямые параллельны, то всякая прямая, пересекаю-
щая одну из них, пересекает и другую.
Условие. ,|| ba  c a, }{Pac =I  (рис. 4.6).
Заключение. c b.
Доказательство. Применим метод от противного.
Если предположим, что ,|| bc  то через точку P пройдут две различные
прямые a и c, параллельные прямой b. Но это противоречит аксиоме ПП

параллельности. Следовательно, так как c и b не могут быть параллельными, они
должны иметь общую точку.

Напомним названия пар углов, которые образуются при пересечении двух раз-
личных прямых третьей прямой, называемой секущей.
Пары углов (рис. 4.7) называются:
(1, 5), (4, 8), (2, 6), (3, 7) – соответственными углами;
(4, 6), (3, 5) – внутренними накрест лежащими углами;
(1, 7), (2, 8) – внешними накрест лежащими углами;
(4, 5), (3, 6) – внутренними односторонними углами;
(1, 8), (2, 7) – внешними односторонними углами.

Если при пересечении двух прямых секущей
образуются (рис. 4.8):

1) либо два конгруэнтных внутренних накрест
лежащих угла;
2) либо два конгруэнтных внешних накрест
лежащих угла;
3) либо два конгруэнтных соответственных угла;
4) либо два дополнительных до 180° внутренних односторонних угла;
5) либо два дополнительных до 180° внешних односторонних угла, то

конгруэнтны все внутренние накрест лежащие углы, все внешние накрест
лежащие углы; также дополнительны до 180° все внутренние односторонние
углы и все внешние односторонние углы.

еорема 1 ca

b

Рис. 4.8

Две различные прямые параллельны, если и толь-
ко если конгруэнтны внутренние накрест лежащие
углы, образованные при пересечении этих прямых
секущей (рис. 4.9).

еорема 2

b

a c

Рис. 4.9

Две различные прямые параллельны тогда и толь-
ко тогда, когда конгруэнтны внешние накрест
лежащие углы, образованные при пересечении
этих прямых секущей (рис. 4.10).

еорема 3

Две различные прямые параллельны тогда и толь-
ко тогда, когда сумма величин внутренних одно-
сторонних углов, образованных при пересечении
этих прямых секущей, равна 180° (рис. 4.11).

еорема 4

b

a c

Рис. 4.10

b

a c

Рис. 4.11

Соответственные углы, образованные при пересечении прямых a и b секущей
c, равны тогда и только тогда, когда a || b.

еорема 5

(свойство углов с соответствующими параллельными сторонами)
Два угла, стороны которых соответственно параллельны, конгруэнтны, если
они оба острые либо тупые, и являются дополнительными до 180°, если один
угол острый, а другой тупой.

еорема 6

P a

b

c

Рис. 4.6

1 2
34

5 6
8 7

Рис. 4.7
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Докажем, например, теорему 2.
Пусть при пересечении прямых AB и CD секущей EF образу-

ются конгруэнтные внутренние накрест лежащие углы CFE и
FEB (рис. 4.12). Докажем, что прямые AB и CD параллельны.

Применим метод доказательства от противного. Предпо-
ложим, что прямые AB и CD не параллельны. Тогда они должны
пересекаться в некоторой точке G. Следовательно, точки E, F, G

Рис. 4.12

A B

F D

E

G

C

будут вершинами треугольника EFG, у которого внешний угол CFE конгруэнтен
внутреннему углу BEF, не смежному с ним. Но это противоречит свойству о том,
что внешний угол треугольника больше любого внутреннего угла, не смежного с
ним. Отсюда следует, что прямые AB и CD не могут пересекаться, значит, они
параллельны.

Допустим теперь, что прямые AB и CD параллельны, и докажем, что внутренние
накрест лежащие углы CFE и FEB, образованные при их пересечении секущей EF,
конгруэнтны.

Рассуждаем от противного. Предположим, что углы CFE и FEB не
конгруэнтны, например, )(m)(m FEBCFE ∠>∠  (рис. 4.13). Из этого пред-
положения следует, что через точку F можно провести прямую MN,
отличную от прямой CD, так, что ).(m)(m FEBMFE ∠=∠  Согласно дока-
занному выше, прямые MN и AB параллельны, так как при их пересе-
чении секущей EF получаются конгруэнтные внутренние накрест лежа-

щие углы MFE∠(  и ).BEF∠  Отсюда следует, что через точку F проходят две различ-
ные прямые (CD и MN), параллельные прямой AB. Но это противоречит аксиоме
параллельности ПП.

Полученное противоречие доказывает, что углы CFE и BEF конгруэнтны.   

1. Если две прямые параллельны, то любая прямая, перпендикулярная одной
из них, перпендикулярна и второй.

2. Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны.
3. Прямые, перпендикулярные пересекающимся прямым, пересекаются.

Следствия

 Задание • Докажите теоремы 1, 3–6.

Задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1. Сформулируйте определение:
a) диагонали многоугольника; в) биссектрисы угла треугольника;
б) хорды окружности; г) ромба.

2. Даны высказывания:
a) „Объединение отрезков ][...,],[],[ 13221 nn AAAAAA −  называется ломаной“;
б) „Квадрат – это параллелограмм, стороны которого равны“.
Дополните эти высказывания, чтобы они стали верными определениями.

3. Сформулируйте „условие“ и „заключение“ высказывания:
a) Два вертикальных угла конгруэнтны.
б) Диаметр окружности больше любой хорды, которая не проходит через центр этой окружности.
в) Два треугольника конгруэнтны, если их стороны конгруэнтны.
г) Две прямые, которые имеют две различные общие точки, совпадают.

A B

F D

E

M

N

Рис. 4.13

C
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4.  Исследуйте!  Выясните, какие из следующих высказываний истинны. Какие из них имеют истинные
обратные высказывания?
a) Величина тупого угла больше величины острого угла.
б) Треугольник, у которого две конгруэнтные стороны, имеет и два конгруэнтных угла.
в) Сумма величин смежных углов равна 180°.
г) Если диагонали выпуклого четырехугольника конгруэнтны, то он является прямоугольником.

Реальный профиль

A1

B

Ñ

5. На рисунке треугольники ABC и LMN равнобед-
ренные. Прямая ,|| ABa  прямая .|| MNb  Докажите,
что треугольники CDE и LQP равнобедренные.

6. На рисунке изображены прямоугольные треуголь-
ники ABC и LMN. Прямая ,|| BCa  прямая .|| LNb
Докажите, что треугольники ADE и PMQ прямо-
угольные.

A B

D Ea

C

L M

N

Q

P

b
A

C

D Ea

B

L

M NQ

P

b

7. На рисунке прямые a и b параллельны, c – секущая, [AC и [BC –
биссектрисы. Докажите, что .BCAC ⊥

9. На рисунке прямые a и b параллельны, точка M – середина отрезка
AB, CD – секущая, проходящая через точку M. Покажите, что M –
середина отрезка CD.

8.  Работайте в парах!  На рисун-
ке прямые a и b параллельны, c –
секущая, [AC – биссектриса. Дока-
жите, что ].[][ BCAB ≡

A

Bc

a

b
C

A

Bc

a

b
C

A

B
c

a

b

C

D

M

1.  Работайте в парах!  Пусть P обозначает четырехугольник. Рассмотрим предложения:
1) P является прямоугольником; 2) P имеет конгруэнтные стороны;
3) P имеет конгруэнтные углы; 4) P имеет конгруэнтные диагонали.

a) Сформулируйте три высказывания, имеющие в качестве условия предложение 1) и в качестве заключения
соответственно предложения 2), 3) и 4).
б) Выясните, какие из этих высказываний ложны, и для каких из них обратные высказывания истинны.

B1

2. Пусть прямые a и b, лежащие в плоскости P, пересекаются в точке A. Опишите фигуру:
a) ;,, PbPaba UII                б) ).(}{,)( baAPba UIUI

3.  Исследуйте! Пусть 
1D  и 2D  – плоские прямоугольники. При каких условиях 21 DD U  является плоским

прямоугольником? А ?21 DD I

È Ë
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A

B

D

O

C
A

B

D

O

C

C1

5. Пусть 1T  и 2T  – плоские конгруэнтные треугольники. Каким образом нужно расположить эти фигуры на
плоскости, чтобы:
a) 21 TT I  – плоский шестиугольник;              б) 21 TT U  – плоский треугольник;
в) 21 TT U  – плоский параллелограм?

§2 Окружность и круг

Окружностью с центром О радиуса R, ,0>R  назы-
вается множество точек плоскости, расположенных на
расстоянии R от точки О.
Обозначается C(O, R) (рис. 4.14 a)).

Круг с центром О радиуса R, ,0>R  образован множест-
вом таких точек плоскости, что расстояние от каждой
из них до точки О не больше R.
Обозначается D(O, R) (рис. 4.14 б)).

Множество точек плоскости, отстоящих от центра О окруж-
ности на расстояниях меньших/бóльших радиуса  R окружности,
называется внутренней/внешней областью окружности C (O, R).

 Вспомним

A B

O

R

a

d

Rd >

a) внешней к окружности

Рис. 4.15

б) касательной к окружности
в точке М

Rd =

A B

O

R
a

M

d

Rd <

A B

O
R

a
M N

d

в) секущей к окружности
в точках М и N

4. Докажите, что:
a) биссектрисы двух смежных углов перпендикулярны;
б) два угла с общей вершиной, у которых соответствующие стороны
перпендикулярны, конгруэнтны или дополнительны до 180°;
в) величина угла BOD, где [OB – биссектриса угла AOC, а полупря-
мая [OD проходит между сторонами угла AOB, равна полуразности
величины углов DOC и DOA;

г) величина угла BOD, где [OB – биссектриса угла AOC, а [OD – полупрямая,
проходящая вне угла AOC, равна полусумме величин углов DOA и DOC;
д) величина внешнего угла треугольника равна сумме величин двух внутренних
углов, не смежных с ним.

Взаимное расположение прямой а и окружности C(O, R) изображено на рисун-
ке 4.15. Прямая а является:

O-

MR
радиу

с

ди
ам
ет
р

хо
рд
а

a)
B

A C

D

Рис. 4.14

O

GR

ди
ам
ет
р

радиу
с

б)
F

E
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Факт, что прямая a касается окружности C(O, R) в точке M (рис. 4.15 б)), означает,
что:

1) точка M – единственная общая точка окружности и прямой;
2) прямая a перпендикулярна радиусу OM в точке M;
3) расстояние от центра O до прямой a равно  R (d = R).
Взаимное расположение двух окружностей изображено на рисунке 4.16.
Окружности ),( 1 rOC  и ),( 2 ROC :

2O
Rr

1O
2O

Rr
1O

M

N

M

2O
Rr

1O

2O
Rr

1O
M Rr

21 OO = 2O

R r

1O

Рис. 4.16

еорема 7 Отрезки касательных, проведенных из внешней
точки к окружности, конгруэнтны ]).[]([ 21 ATAT ≡
Биссектриса угла, образованного этими касательны-
ми, проходит через центр окружности (рис. 4.17).

 Задание • Докажите теорему 7.

A

Рис. 4.17

O

1T

2T

– Два вписанных в окружность угла, опирающихся на одну
и ту же дугу, равны: )m()m( BDCBAC ∠=∠  (рис. 4.18).

Рис. 4.18

C

A

B

D
O

– Центральный угол, соответствующий дуге BC, равен
удвоенному вписанному углу, соответствующему дуге
BC: )(m2)(m2)m()m( BDCBACBOCBC ∠=∠=∠=e
(рис. 4.18).M

A B
O

Рис. 4.19

– Если M – точка на окружности C  с центром O и
диаметром AB, причем M отлична от A и B, то

.90)m( °=∠AMB

Наоборот, если ,90)m( °=∠AMB  то точка M распо-
ложена на окружности с диаметром AB (рис. 4.19).

– Если через точку A окружности C  провести
касательную AB и хорду AC, то

ADCACBAC ),m()(m
2
1

)m( ∠==∠ e  ABDC ||

(рис. 4.20).
Рис. 4.20

C

A B

D

O

 Запомните!

a) являются внешними
относительно друг друга

б) касаются внешне
в точке M

в) пересекаются
в точках M и N

г) касаются внутренне
в точке M

д) концентрические е) I – внутренняя относительно второй,
II – внешняя относительно первой
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Степень точки относительно окружности
Если прямая, проходящая через точку M, пересекает окружность в точках A и
B, то произведение MBAM ⋅  не зависит от выбора прямой (рис. 4.21).

Доказательство:

еорема 8

1) Рассмотрим случай, когда точка M не при-
надлежит окружности, то есть она лежит либо
внутри окружности (рис. 4.21 a)), либо вне окруж-
ности (рис. 4.21 б)).

Проведем через точку M две прямые: первая
пересекает окружность в точках A и B, а вторая – в
точках C и D. Строим отрезки ВС и АD и полу-
чаем, что .~ CBMADM ∆∆  Поскольку стороны
этих треугольников пропорциональны, то

⇒==
MB
DM

MC
AM

BC
AD

.DMMCMBAM ⋅=⋅

2) Если точка M лежит на окружности (рис. 4.22), то эта точка
является концом хорды, то есть точка M делит хорду на два
отрезка, из которых один нулевой. В этом случае,

.00 =⋅=⋅=⋅ ABABMMMBAM    

 Запомните!

B

Рис. 4.22

MA ≡

Задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

B

1. Две окружности радиусов 15 см и 25 см касаются внешне. Найдите расстояние между их центрами.

2. Две окружности радиусов 18 см и 30 см касаются внутренним образом. Найдите расстояние между их
центрами.

3. Точки A, B, C и D лежат на окружности. Найдите величину угла ACD, если известно, что .50)(m °=∠ABD

4. Точки A, B, C принадлежат окружности радиуса 18 см. Найдите длину хорды AC, если величина угла ABC
равна 30°.

Кроме того, ,22 aRMBMA −=⋅  когда точка M находится внутри окружности и
,22 RaMBMA −=⋅  когда точка M находится вне окружности, где R – радиус окруж-

ности, а a – расстояние от точки M до центра окружности.

5. (  2023) На рисунке точки A, B и C принадлежат окружности

с центром O таким образом, что °=∠ 50)m( ABC  и .)503()m( °−=∠ xAOC

Найдите значение x.

B

CA

D

M

a)

A B

C

D

Mб)

Рис. 4.21

O O

B

C

A
O

Произведение MBAM ⋅  называется степенью точки
относительно данной окружности.
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B C

AO

C

10.  Работайте в парах!  Хорды AC и BD окружности пересекаются в точке E. Известно, что ,20 см=AC

см6=BE  и .3:2: =ECAE  Найдите длину отрезка ED.

7. (  2015) Точки A, B и C принадлежат окружности так, что AC является

диаметром и °=∠ 25)m( BAC  (см. рисунок). Впишите в рамку величину

угла ACB.

=∠ )m( ACB °.

8. (  2019) На рисунке хорды AB и BC конгруэнтны. Впишите в рамку

величину малой дуги AB (в градусах), если величина малой дуги AC равна
100°.

=)m( ABe °.

B

CA
O

25°

B

CA

O

Реальный профиль

A1

1. Докажите, что медиана, проведенная к гипотенузе прямоугольного треугольника, делит его на два равно-
бедренных треугольника.

2. Докажите, что прямая, проходящая через точку касания двух внешне касающихся окружностей, делит эти
окружности так, что дуги, расположенные в разных полуплоскостях, ограниченных этой прямой, имеют
одинаковые величины.

3. Через точку касания A двух внешне касающихся окружностей проведены две прямые, которые пересекают
одну из окружностей в точках C и B, а другую – в точках D и E. Докажите, что треугольники с вершинами
A, B, C и A, D, E подобны и что .|| BCDE

B

C

A

O
120°

4. (  2021) На рисунке прямые BA и BC являются касательными к окруж-
ности с центром O в точках A и C соответственно. Впишите в рамку

величину угла ABC (в градусах), если известно, что .120)m( °=∠AOC

=∠ )m( ABC .

9. Дана окружность, у которой хорды AD и BC пересекаются. Зная, что
,40)(m °=∠ABC  ,100)(m °=∠ACD  найдите величину угла CAD.

5. (  2017) На рисунке точки A, B и C принадлежат окружности с центром

O так, чтобы .30)m( °=∠ABC  Впишите в рамку величину (в градусах)

угла AOC.

=∠ )m( AOC .

6. (  2021) На рисунке прямые BA и BC являются касательными к

окружности с центром O в точках A и C соответственно, а .60)m( °=∠ABC

Впишите в рамку длину хорды AC, если известно, что AB = 7 см.

AC =  см.

B

C

A

O
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C1
11. Пусть ABC – треугольник, ][ 1AA  и ][ 1BB  – его высоты и точка O – центр окружности, описанной около

этого треугольника. Докажите, что:
а) около четырехугольника BAAB 11  можно описать окружность;
б) прямая OC перпендикулярна прямой .11BA

12. Две окружности радиусов R и r касаются внешне. Найдите длину отрезка, заданного точками касания их
общей внешней касательной.

13. Даны точки A и B и угол .ϕ  Постройте множество точек М плоскости, при которых .)(m ϕ=∠AMB  (Говорят
также, что отрезок AB виден из точки М под углом .)ϕ

14. Точка P находится на расстоянии 7 см от центра окружности радиусом 11 см. Через эту точку проведена
хорда длиной 18 см. Найдите длины отрезков, на которых точка P делит эту хорду.

15. Из точки A вне окружности проведены касательная и секущая. Расстояние от точки A до точки касания
равно 16 см, а до одной из точек пересечения секущей с окружностью – 32 см. Найдите радиус окружности,
если расстояние от центра окружности до секущей равно 5 см.

B1

6. Две окружности пересекаются в точках A и B. Через точку A проведена прямая, которая пересекает эти
окружности в точках C и D. Докажите, что величина угла CBD не зависит от прямой, проведенной через
точку A.

7.  Работайте в парах!  Из точки A, внешней к некоторой окружности, проведены две касательные к
окружности в точках B и C. К дуге BC, лежащей во внутренней области треугольника ABC, проведена
касательная, которая пересекает отрезки AB и AC в точках 1B  и 1C  соответственно. Докажите, что периметр
треугольника 11CAB  равен 2AB, и он не зависит от расположения точки касания на дуге BC.

8. Две окружности касаются внешним образом в точке A. Общая внешняя касательная касается этих окруж-
ностей в точках B и C. Докажите, что треугольник ABC прямоугольный.

9. Пусть ][ 1AA  – высота остроугольного треугольника ABC и точка O – центр окружности, описанной около
этого треугольника. Докажите, что .1 OACBAA ∠≡∠

10. Две окружности пересекаются в точках A и B. Из точки C, расположенной на прямой AB, внешней к
отрезку AB, проведены к этим окружностям две касательные в точках D и E. Докажите, что отрезки CE и
CD конгруэнтны.

• Два замкнутых отрезка называются конгруэнтными, если их длины равны.

• Два угла называются конгруэнтными, если их величины равны.

Конгруэнтность углов AOB и 111 BOA  обозначается ,111 BOAAOB ∠≡∠  а конгру-
энтность отрезков AB и A1B1 обозначается ].[][ 11BAAB ≡

пределения

Треугольники ABC и A
1
B

1
C

1
 называются конгруэнтными, если справедливы

соотношения:
],[][],[][],[][ 111111 ACCACBBCBAAB ≡≡≡

,111 CABBAC ∠≡∠  ,111 BCAACB ∠≡∠  .111 ABCCBA ∠≡∠

Обозначается: .111 CBAABC ∆≡∆
Отметим, что из того, что 111 CBAABC ∆≡∆  не следует, что ,111 BCAABC ∆≡∆  то

есть при конгруэнтности треугольников порядок записи вершин имеет значение.

пределение

 Вспомним

§3 Треугольники. Конгруэнтность треугольников. Классификации
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Рис. 4.23

Можно доказать, что два треугольника, конгруэнтные третьему, конгруэнтны.
Напомним признаки конгруэнтности двух треугольников.

В равнобедренном треугольнике углы при основании конгруэнтны.еорема 9

Треугольник, у которого все стороны конгруэнтны, называется равносто-
ронним.

пределение

Рис. 4.24

A

B

C

A1

B1

C1

C2

Доказательство:

Пусть ABC∆  и 111 CBA∆  удовлет-
воряют условию теоремы (рис. 4.24).
Тогда по аксиоме ПТ существует

211 CBA∆  такой, что
ABCCBA ∆≡∆ 211

    (1).

Из (1) получаем:

],[][][ 1211 ACCAAC ≡≡
][][][ 1211 BCCBBC ≡≡ .

Соединив точки C
1
 и C

2
, получим равнобедренные треугольники 112 CAC  и ,112 CBC

для которых справедливы соотношения 121211 CCACCA ∠≡∠  и .121112 BCCBCC ∠≡∠
Отсюда следует, что 121111 BCABCA ∠≡∠  и по I признаку (СУС) получаем, что

211111 CBACBA ∆≡∆ .

Так как ABCCBA ∆≡∆ 211 , то .111 CBAABC ∆≡∆    

Равнобедренным треугольником называется треугольник, у которого две сто-
роны конгруэнтны.

пределение

 Вспомним

A

B

C

A1

B1

a) C1

A
B

C

A1

B1

б) C1

III признак ССС (Сторона Сторона Сторона). Если для треугольников ABC и
A

1
B

1
C

1
 справедливы соотношения  ],[][ 11BAAB ≡  ],[][],[][ 1111 ACCACBBC ≡≡

то 111 CBAABC ∆≡∆ .

I признак СУС (Сторона Угол Сторона). Если для треугольников ABC и A
1
B

1
C

1

справедливы соотношения ],[][ 11BAAB ≡ ][][ 11CAAC ≡  и ,111 CABBAC ∠≡∠  то

111 CBAABC ∆≡∆  (рис. 4.23 a)).

II признак УСУ (Угол Сторона Угол). Если для треугольников ABC и A
1
B

1
C

1

справедливы соотношения ,][][ 11BAAB ≡ ,, 111111 CBAABCCABBAC ∠≡∠∠≡∠  то

111 CBAABC ∆≡∆  (рис. 4.23 б)).

 Задание • Докажите I и II признаки конгруэнтности треугольников.
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Напомним, что треугольники классифицируются по:

 Углам

 Сторонам

 Вспомним

Угол, смежный с внутренним углом треугольника, называется внешним углом
треугольника.

(свойство внешнего угла треугольника)
Величина внешнего угла треугольника больше величины любого внутреннего
угла, не смежного с ним.

Доказательство:

Докажем, что величина внешнего угла FCB треугольника ABC боль-
ше величины внутреннего угла ABC (рис. 4.25). Для этого на стороне
BC отметим точку D так, что ],[][ DCBD ≡  а на полупрямой [AD возь-
мем точку E так, чтобы точка D лежала бы между точками A и E и

][][ DEAD ≡ . Поскольку точки A и E лежат в разных полуплоскостях,
заданных прямой BC, а точка A лежит на луче, дополнительному лучу
[DE, получаем, что точка E принадлежит внутренней области угла FCB.

Применяя аксиому M
2
, выводим, что ).(m)(m ECDFCB ∠>∠

Согласно I признаку (СУС) конгруэнтности треугольников заключаем, что
ECDABD ∆≡∆  и, следовательно, ).(m)(m)(m FCBECDABC ∠<∠=∠

Аналогично доказывается, что ).(m)(m BACFCB ∠>∠    

еорема 10

 Вспомним

Рис. 4.25
A

B

C

D

E

F

Тупоугольный
треугольник

Остроугольный
треугольник

Прямоугольный
треугольник

CA

B

C A

B

CA

B

Все углы острые:
°<∠ ,90)(m A
°<∠ ,90)(m B

.90)(m °<∠C

Один угол прямой:
.90)(m °=∠C

Один угол тупой:
.90)(m °>∠A

Равносторонний
треугольник

Произвольный
треугольник

Равнобедренный
треугольник

CA

B
C

A B CA

B

Все стороны имеют
неравные длины:

ACAB ≠ ,
BCAB ≠ ,

.BCAC ≠

Две стороны
конгруэнтны:

.BCAC =

Все стороны
конгруэнтны:

.BCACAB ==
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Задание
с решением

Боковая сторона равнобедренного треугольника в два раза длиннее основания.
Найдем длины сторон треугольника, если его полупериметр равен 40 см.

Решение:

Периметр треугольника ABC равен 80 см, значит, 80=++ BCACAB см.
Поскольку ,2BCABAC ==  получим: 805 =BC см c16=⇔ BC см.
Тогда 322 === BCABAC см.

Ответ: 16 см, 32 см, 32 см.

Задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

5.  Работайте в парах!  Периметр равнобедренного треугольника равен 44 см. Найдите стороны тре-

угольника, если его основание на 4 см меньше боковой стороны.

6. Периметр равнобедренного треугольника равен 56 см. Найдите стороны треугольника, если длина его

боковой стороны на 2 см меньше его основания.

1. Отрезки AB и CD делятся в точке пересечения пополам. Найдите длину отрезка AC, если .12 см=BD

2. Прямая проходит через середину отрезка AB. Найдите расстояние от точки B до этой прямой, если расстояние

от точки A до заданной прямой равно 8 см.

3. Периметр равнобедренного треугольника равен 100 см, а длина его основания равна 40 см. Найдите длину

боковой стороны.

4. Вычислите периметр равнобедренного треугольника с основанием 20 см и боковой стороной 40 см.

B

C

9. На сторонах равностороннего треугольника ABC построены конгруэнтные

отрезки AD, BE и CF, как на рисунке. Найдите стороны треугольника
,DEF∆  если .3 см=DE

7. На конгруэнтных сторонах AB и AC равнобедренного треугольника ABC
построены конгруэнтные отрезки AD и AE. Найдите длину отрезка BF, если

.3 см=CF  (Указание. CFBBEACDA ∆⇒∆≡∆  – равнобедренный.)

A

B

F

D E

C

A

B

L

M

NP

C

A

B

F

D

E

C

8.  Исследуйте! На сторонах AB и BC произ-

вольного треугольника ABC вне треугольника
построены квадраты ABLM и BCNP. Докажите,
что .ABPLBC ∆≡∆



55

Геометрические фигуры на плоскости. Треугольники. Окружность и круг. Повторение и дополнения

М
О
Д
УЛ

Ь

4
Реальный профиль

A1

B1

C1

1. Докажите, что:

a) высоты, проведенные к боковым сторонам равнобедренного треугольника, конгруэнтны;
б) биссектрисы углов при основании равнобедренного треугольника конгруэнтны;
в) медианы боковых сторон равнобедренного треугольника конгруэнтны.

2. (  2014) Периметр равнобедренного треугольника равен 32 см. Длина основания треугольника на 2 см
больше длины каждой из конгруэнтных сторон. Найдите, чему равна высота, проведенная к основанию.

3. Докажите, что точка, равноудаленная от сторон угла, лежит на биссектрисе этого угла.

4. (  2019) Биссектриса BK треугольника ABC делит сторону AC на отрезки 4=AK см и 2=KC см. Найдите

длину стороны AB, если известно, что 3=BC см.

5. Через середину отрезка проведена прямая. Докажите, что концы отрезка равноудалены от этой прямой.

6.  Работайте в парах!  На боковых сторонах АВ и АС равнобедренного треугольника АВС соответ-

ственно взяты точки 1B  и 
1C  так, что .11 ACAB =  Докажите, что:

a) ;11 BACCAB ∆≡∆                                               б) .11 CBCBCB ∆≡∆

7. Треугольники ABC и 
111 CBA  конгруэнтны. Докажите, что:

a) медианы AM и 
11MA  конгруэнтны;

б) биссектрисы AL и 11LA  конгруэнтны.

8. Даны треугольники ABC и 111 CBA  и их медианы AM и 11MA  соответственно. Докажите, что эти треугольники

конгруэнтны, если ],[][ 11MAAM ≡  ][][ 11BAAB ≡  и ].[][ 11CBBC ≡

9. Докажите, что треугольники ABC и 111 CBA  конгруэнтны, если ],[][ 11CAAC ≡  ][][ 11BAAB ≡  и ],[][ 11MAAM ≡
где ][AM  и ][ 11MA  – медианы треугольников ABC и 111 CBA  соответственно.

10. Докажите, что треугольники ABC и 111 CBA  конгруэнтны, если ],[][ 11CBBC ≡  ][][ 11MAAM ≡  и ,111 AMCCMA ∠≡∠
где  ][AM  и  ][ 11MA   – медианы треугольников ABC и 111 CBA  соответственно.

11.  Исследуйте! Докажите, что длина медианы треугольника меньше полусуммы длин сторон, исходящих

из той же вершины треугольника, что и медиана.

12.  Работайте в парах!  Докажите, что сумма длин медиан треугольника больше полупериметра тре-

угольника и меньше его периметра.

13. Даны треугольники ABC и 111 CBA  и их медианы ][AM  и ][ 11MA . Известно, что ],[][ 11MAAM ≡

111 CAMMAC ∠≡∠  и .111 BAMMAB ∠≡∠  Докажите, что треугольники ABC и 
111 CBA  конгруэнтны.

14. Даны треугольники ABC и 111 CBA  и их биссектрисы AL и .11LA  Известно, что ],[][ 11BAAB ≡  ][][ 11LAAL ≡  и

111 CABBAC ∠≡∠  ( ][AL  и ][ 11LA  биссектрисы треугольников ABC и 111 CBA  соответственно).

15. Отрезок АМ является медианой основания равнобедренного треугольника ABC )( ACAB = . Найдите длину

медианы AM, если периметр треугольника АВС равен ,P  а периметр треугольника ABM равен .1P

16. Длины сторон a, b, c треугольника относятся как .5:4:3:: =cba  Найдите длины сторон этого треуголь-

ника, если его периметр равен 60 см.
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§4 Подобие фигур. Подобие треугольников.
Теорема Фалеса

Пусть k – положительное действительное число.
Преобразованием подобия с коэффициентом k (или
подобием с коэффициентом k) плоскости называется
отображение плоскости на себя, при котором для лю-
бых двух точек А, В и соответственно их образов BA ′′,
выполнено условие .kABBA =′′

пределение

Из равенства ABkBA ⋅=′′  следует, что если ,BA ≠  то .BA ′≠′

1. Композиция двух подобий с коэффициентами 1k  и 2k  является подобием
с коэффициентом .21kk

2. Преобразование, обратное подобию с коэффициентом k, является подобием

с коэффициентом .
1
k

Доказательство:

1. Пусть различные точки A и B отображаются при подобии с коэффициентом 1k
в точки A′  и B′  соответственно, а эти точки, в свою очередь, отображаются при
подобии с коэффициентом 2k  в точки A ′′  и B ′′  соответственно. Тогда ABkBA 1=′′  и

.2 BAkBA ′′=′′′′  Отсюда следует, что ,21 ABkkBA =′′′′  то есть преобразование, отобра-
жающее точки A и B в точки A ′′  и B ′′  соответственно, является подобием с коэф-
фициентом .21kk

2. При подобии с коэффициентом k для различных точек A и B плоскости и
соответственно их образов A′  и B′  имеет место равенство .ABkBA ⋅=′′  Отсюда

следует, что ,
1

BA
k

AB ′′⋅=  то есть преобразование, отображающее точки A′  и B′  в

точки A и B соответственно, является подобием с коэффициентом .
1
k

   

Две фигуры называются подобными, если существует преобразование подобия
плоскости, отображающее одну фигуру на другую.

Конгруэнтность фигур – это частный случай подобия ).1( =k

Треугольники ABC и CBA ′′′  называются подобными, если

k
AC

CA
CB

BC
BA

AB =′′=′′=′′   и .,, CCBBAA ′∠≡∠′∠≡∠′∠≡∠

Обозначаем: .~ CBAABC ′′′∆∆
Напомним некоторые теоремы, свойства и признаки подобия треугольников.

пределение

еорема 12

(основная теорема подобия)
Пусть ABC – треугольник и B

1
 – точка, лежащая на

прямой BC, отличная от точки C. Если прямая,
параллельная стороне AB, проходит через точку B

1
 и

пересекает прямую AC в точке A
1
, то CBAABC 11~ ∆∆

(рис. 4.26).

еорема 13

1AA

B

C

1B

Рис. 4.26

 Вспомним

(теорема Фалеса) Прямая, не проходящая ни через одну из вершин треуголь-
ника, параллельная одной из его сторон, отсекает на прямых, определяемых
остальными двумя его сторонами, пропорциональные отрезки (рис. 4.26).

еорема 11
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Для решения многих геометрических задач применяется метод подобных тре-

угольников, который основан на следующих критериях подобия треугольников:

I признак. Если два угла одного треугольника конгруэнтны двум углам дру-
гого треугольника, то треугольники подобны.
II признак. Если две стороны одного треугольника пропорциональны двум
сторонам другого треугольника, а углы, образованные этими сторонами, кон-
груэнтны, то треугольники подобны.
III признак. Если все стороны одного треугольника пропорциональны соот-
ветствующим сторонам другого треугольника, то треугольники подобны.

(свойство биссектрисы внутреннего угла треугольника)
Пусть ABC –  треугольник и A′  – внутренняя точка стороны BC. Полупрямая

AA ′[  является биссектрисой внутреннего угла BAC  этого треугольника тогда и

только тогда, когда 
AC
AB

CA
AB =′

′
  (рис. 4.27).

еорема 14

Если стороны угла XOY пересечены ,1,, * >∈ nnn N  параллельными прямыми
A

1
B

1
, A

2
B

2
, …, AnBn,  то соответствующие отрезки, отсекаемые этими прямыми

на его сторонах, пропорциональны: 
nn

nn

BB

AA

BB

AA

BB

AA

OB

OA

1

1

32

32

21

21

1

1 ...
−

−====  (рис. 4.28).

еорема 15

Если две параллельные прямые a и b пересечены ,, *∈nn N  ,2>n  прямыми,
проходящими через одну и ту же точку O, ,, bOaO ∉∉  то отсекаемые отрез-

ки на этих прямых пропорциональны: 
nn

nn

BB

AA

BB

AA

BB

AA

1

1

32

32

21

21 ...
−

−===  (рис. 4.29).

B1

A1

O

A2

B2

A3

B3

X

Y

Рис. 4.28

Bn–1 Bn

An–1
An

 Задание • Докажите теоремы 14–16.

Задание
с решением

В треугольник ABC вписан ромб так, что угол А у них общий, а другая вершина
принадлежит стороне ВС треугольника. Найдем длину стороны ромба, если

cABbACaBC === ,,  (рис. 4.30).

A

B

LM

N C
Рис. 4.30

Решение:

Пусть AMLN – ромб, удовлетворяющий условиям задачи. Тогда диа-
гональ AL этого ромба является биссектрисой угла А треугольника АВС.
Так как треугольники MBL и ABC подобны, то

.:1:)(:: BLLCBLLCBLBLBCMLAC +=+==              (1)

Из свойства биссектрисы внутреннего угла треугольника следует, что

.::: cbABACBLLC ==                               (2)

Из равенств (1) и (2) получаем: .1
cb

bc
ML

c
b

ML
b

+
=⇒+=

Ответ: Длина стороны ромба равна .
cb

bc
+

 Вспомним

Рис. 4.27

A

C A′ B

Рис. 4.29

B1

A1

O

A2

B2

A3

An

Bn

a

b
...

B3

еорема 16
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Задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A
1. Длины двух сторон равнобедренного треугольника равны 18 см и 6 см, а длина боковой стороны другого

равнобедренного треугольника равна 6 см. Найдите длину основания второго треугольника, если известно,
что угол при основании первого треугольника конгруэнтен углу при основании второго треугольника.

2. Найдите периметры подобных треугольников ABC и ,111 CBA  если известно, что ,3,12 смсм 11 == BAAB

.2,16 смсм 11 == CBAC

B

3. Основание высоты CD прямоугольного треугольника ABC )90)(m( °=∠C  делит его гипотенузу на отрезки
см18=AD  и .32 см=BD  Найдите длины сторон треугольника ABC.

4.  Работайте в парах!  В треугольник ABC, у которого высота см10=AD  и сторона ,15 см=BC вписан
квадрат так, что две его вершины принадлежат стороне BC, а две другие – сторонам AB и BC. Найдите
длину стороны квадрата.

5. Несущие прямые боковых сторон AB и CD трапеции ABCD пересекаются в точке E. Найдите длины сторон
треугольника AED, если ,20,10 смсм == BCAB  .30,12 смсм == ADCD

6.  Работайте в парах!  Длины теней двух деревьев равны 10,8 м и 1,8 м. Высота второго дерева равна
1,2 м. Найдите высоту первого дерева.

7.  Работайте в группах!  Практическая работа на местности:  Применение подобия треугольников в
повседневной деятельности.

C

Реальный профиль

A1

B1

1. Углы A и 1A  равнобедренных треугольников ])[]([ ACABABC ≡  и ])[]([ 1111111 CABACBA ≡  конгруэнтны.
Докажите, что .~ 111 CBAABC ∆∆

2. Дан прямоугольный треугольник ABC, у которого °=∠ 90)(m C  и [CD] – высота.
Докажите, что:
a) ;~ ACDABC ∆∆                б) ;~ CBDABC ∆∆                в) .~ CBDACD ∆∆

3. Пусть [AM] и ][ 11MA  – медианы подобных треугольников ABC и 
111 CBA  соответственно. Докажите, что

.:: 1111 ABBAAMMA =
4. Пусть треугольники ABC и 

111 CBA  подобны, а [AL] и ][ 11LA  – соответствующие биссектрисы. Докажите, что
.:: 1111 ABBAALLA =

5. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Докажите, что DECEBEAE ⋅=⋅  тогда и
только тогда, когда .|| ADBC

6. Докажите, что если H – точка пересечения несущих прямых высот 
111 ,, CCBBAA  произвольного треугольника

ABC, то .111 HCCHHBBHHAAH ⋅=⋅=⋅

7.  Работайте в парах!  Докажите, что в любой трапеции коллинеарны: точка пересечения диагоналей,
середины оснований и точка пересечения несущих прямых боковых сторон.

8. Дан треугольник )( BCABABC < , у которого [BL] и [BM] – соответственно биссектриса и медиана, прове-
денные из вершины В. Докажите, что .BMBL <

9. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются  в точке M так, что .MDBMCMAM ⋅=⋅  Докажите,
что .ACBADB ∠≡∠
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10. Длины сторон треугольника относятся как 2 :4 :5. Найдите длины сторон треугольника, подобного задан-
ному, если его периметр равен 66 см.

11. Даны подобные треугольники ABC и 111 CBA , причем ,40,32 смсм == BCAB

.12–,24 смсм 1111 == CAACBA  Найдите длины остальных сторон треугольников.

12. Даны треугольник ABC, точки BCNABM ∈∈ ,  и .|| ACMN  Найдите длину отрезка АМ, если
смсм 40,32 == ACAB  и .30 см=MN

13.  Работайте в парах!  Несущие прямые боковых сторон AB и CD трапеции ABCD пересекаются в
точке O. Найдите высоту треугольника AOD, проведенную из вершины О, если см,14=BC  см42=AD  и
высота трапеции равна 6 см.

14.  Работайте в группах!  Практическая работа на местности:  Применение подобия треугольников в
повседневной деятельности.

§5 Замечательные линии и точки треугольника

Если [MN] – средняя линия треугольника ABC (M –
середина стороны AB, N – середина стороны BC), то [MN]

|| [AC] и 2MN = AC (рис. 4.31).

еорема 17

Отрезок, соединяющий середины двух сторон треуголь-
ника, называется средней линией треугольника.

A

B

CP

N

M

Рис. 4.31
Доказательство:
Пусть точка M – середина стороны AB (рис. 4.31). Через нее проводим прямую,

параллельную AC. По теореме 13 эта прямая делит сторону BC пополам, то есть она
проходит через точку N. В результате получаем [MN] || [AC]. Если через точку N
проведем прямую, параллельную стороне AB, то она пересечет сторону AC в точке P,
которая является ее серединой. Значит, .2APPCAPAC =+=  Четырехугольник AMNP
является параллелограммом, следовательно, APMN =  как противолежащие сторо-
ны параллелограмма.

Из последних двух равенств следует, что 2 MN = AC.   

Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей
ему стороны, называется медианой треугольника.

Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит каждую
из медиан в отношении 1 : 2, считая от стороны к вершине.

еорема 18

Точка пересечения медиан треугольника называется центром тяжести
треугольника.
Медиатрисой, или серединным перпендикуляром, отрезка называется прямая, про-
ходящая через середину данного отрезка и перпендикулярная ему.

Используя свойство медиатрисы (точки медиатрисы отрезка равноудалены от
его концов), можно доказать, что медиатрисы сторон треугольника пересекаются в
одной точке, равноудаленной от его вершин. Эта точка является центром окруж-
ности, описанной около треугольника. Следовательно, около каждого треугольника
можно описать окружность.

Отрезок, определяемый вершиной треугольника и ее проекцией на несущую пря-
мую противолежащей стороны, называется высотой треугольника.

 Задание • Докажите теорему 18.

 Вспомним

 Вспомним

 Вспомним

 Запомните!

A B

a



60

М
О
Д
УЛ

Ь
4 Геометрические фигуры на плоскости. Треугольники. Окружность и круг. Повторение и дополнения

Несущие прямые высот треугольника пересекаются в одной точке.еорема 19

 Задание • Докажите теорему 19.

Точка пересечения несущих прямых высот треугольника называется ортоцен-
тром треугольника.
Треугольник называется вписанным в окружность, если все его вершины принад-
лежат окружности. Говорят также, что окружность описана около треугольника.
Треугольник называется описанным около окружности, если все его стороны
касаются окружности. Говорят также, что окружность вписана в треугольник.
Отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий вершину этого угла с
точкой пересечения биссектрисы и противолежащей стороны, называется биссек-
трисой треугольника.

Биссектрисы внутренних углов треугольника пересекаются в центре окружности,
вписанной в треугольник.

еорема 20

Медиатрисы, медианы, биссектрисы и высоты треугольника называются замеча-
тельними линиями треугольника.

Центр окружности, вписанной в треугольник, центр окружности, описанной око-
ло треугольника, центр тяжести треугольника и ортоцентр треугольника называ-
ются замечательными точками треугольника.

Задание
с решением

В треугольнике ABC проведены высоты 1AA  и 1BB  (рис. 4.32). Найдем величины

углов треугольника ,11 CBA  если .90,)(m,)(m °≠+=∠=∠ βαβα BA

A

B

C

Рис. 4.32

1A

1B

Решение:
Прямоугольные треугольники CBB1  и CAA1  имеют конгруэнт-

ные острые углы при вершине C, следовательно, они подобны,

откуда .
11 CA

AC
CB

BC =

Так как треугольники ABC и CBA 11  имеют конгруэнтные углы
при общей вершине C и соответственные стороны этих треуголь-
ников пропорциональны, то по второму признаку подобия эти тре-
угольники подобны.

Следовательно, .)(m)(m,)(m)(m 1111 βα =∠=∠=∠=∠ CBAACBCABBCA

Из этой задачи следует, что: если основания двух высот треугольника не совпадают,
то они определяют с третьей вершиной треугольник, подобный данному.

 Запомните!

 Вспомним

Задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

2. Стороны треугольника равны 12 см, 6 см и 8 см. Найдите периметр треугольника, вершинами которого
являются середины сторон данного треугольника.

3. В равнобедренном треугольнике длина основания равна ,24 см  а боковые стороны образуют угол в
120°. Найдите высоты треугольника.

1. (  2016) Дан треугольник ABC, у которого AC = 8 см, а [AM] и [CN] –

медианы (см. рисунок). Впишите в рамку длину отрезка MN.

MN = см.
A

B

C

N M
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6. Расстояния от центра окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, до вершин его острых углов

равны см5  и .10 см  Найдите длины сторон треугольника и радиус вписанной окружности.

7.  Работайте в парах!  Длины сторон треугольника равны 5 см, 6 см и 7 см. Центр окружности, вписанной
в этот треугольник, делит биссектрису большего угла на два отрезка. Найдите отношение длин полученных
отрезков.

8. Найдите длины биссектрис острых углов прямоугольного треугольника, если его катеты  равны 18 см и 24 см.

C1
9. В окружность радиуса R вписан равнобедренный треугольник, у которого сумма длины основания и высоты

равна диаметру окружности. Найдите высоту треугольника, проведенную к его основанию.

10. Пусть ][ 1AA  и ][ 1BB  – высоты треугольника ABC. Найдите длину стороны ВС, если ,6 см=AC  ,4 см1 =CB

.3 см1 =CA

B

C

Реальный профиль

A1

4. Медианы катетов прямоугольного треугольника равны см52  и .73 см  Найдите длину гипотенузы.

5. Длины двух сторон треугольника равны 10 см и 16 см, а угол, образованный ими, равен 120°. Найдите
высоты, проведенные к данным сторонам треугольника.

6. Точка на гипотенузе, равноудаленная от обоих катетов, делит гипотенузу на отрезки длиной 30 см и 40 см.
Найдите длины катетов.

7.  Работайте в парах!  Две медианы треугольника перпендикулярны. Найдите длины сторон треуголь-
ника, если длины этих медиан равны 4,5 см и 6 см.

8. Медиана, проведенная к гипотенузе прямоуголь-
ного треугольника, конгруэнтна одному из катетов
и равна 5 см. Найдите длины сторон треугольника.

9.  Работайте в парах!  Найдите длины бис-
сектрис острых углов прямоугольного треуголь-
ника, если его катеты равны 3 см и 4 см.

2. Медиана и высота, проведенные из одной вершины треугольника, делят этот угол на три конгруэнтных
угла. Найдите величины углов треугольника.

3.  Работайте в парах!  Длины катетов прямоугольного треугольника равны 9 см и 12 см. Найдите
расстояние между точками пересечения биссектрис и медиан этого треугольника.

10. Длина одной из сторон треугольника равна 36 см.
Через точку пересечения медиан треугольника
проведена прямая, параллельная данной сторо-
не. Найдите длину отрезка этой прямой, отсекае-
мого сторонами треугольника.

1. (  2019) Биссектриса BK треугольника ABC делит сторону AC на отрезки

AK = 4 см и KC = 2 см (см. рисунок). Впишите в рамку длину стороны AB,
если BC = 3 см.

AB = см. A

B

C
K

4. Длины двух сторон треугольника равны 6 см и 8 см, а медианы этих сторон
перпендикулярны. Найдите длину третьей стороны треугольника.

5. (  2023) Дан треугольник ABC, в котором MN || AC,  ).(),( BCNABM ∈∈
Найдите длину отрезка BN, если MN = 4 см, NC = 5 см, AC = 14 см. A

B

C

NM
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§6 Метрические соотношения в треугольнике

6.1. Метрические соотношения в прямоугольном треугольнике

Рассмотрим треугольник  ABC с прямым углом в вершине C,
высотой CD и общепринятыми обозначениями (рис. 4.33).

Из треугольников ACB, CDB, ADC находим:

αsin=
c
a  (1), αcos=

c
b  (2),

αsin=
a

ac  (3), αtg=
c

c

h

a
 (4),

 αcos=
b

bc  (5), αtg=
c

c

b

h
 (6).

C

A B
α

D
c

ab

α

cb ca

Рис. 4.33

ch

Теорема катета
В прямоугольном треугольнике квадрат длины катета
равен произведению длины гипотенузы на длину про-
екции этого катета на гипотенузу.

На рисунке 4.34, ,2 CDBCAC ⋅=  .2 BDBCAB ⋅=

еорема 21

B

C

D

Рис. 4.34

Теорема высоты
В прямоугольном треугольнике квадрат высоты, опу-
щенной из вершины прямого угла на гипотенузу, ра-
вен произведению длин проекций катетов на гипо-
тенузу.

На рисунке 4.34, .2 BDCDAD ⋅=

еорема 22

Теорема Пифагора
В прямоугольном треугольнике квадрат длины ги-
потенузы равен сумме квадратов длин его катетов.

На рисунке 4.34, .222 ABACBC +=

еорема 23

Задания
с решением

1. Внутри угла О в 60° расположена точка М, отстоящая
на расстояниях 2 см и 11 см от сторон угла. Вычислим
расстояние от точки М до вершины угла (рис. 4.35).

Решение:
Имеем: .2,11 смсм == MBMA  Пусть прямая АМ пере-

секает сторону OB угла AOB в точке С. Так как в прямо-
угольном треугольнике MBC ,30)(m °=∠C  то .4 см=CM

A

B

C

O

Рис. 4.35

M

60°

30°

 Вспомним

A

Сравнивая равенства (1) и (3), (2) и (5), (4) и (6), получаем:

,
a

a

c
a c=  то есть caca ⋅=2  (7);                 ,

b

b

c
b c=  то есть cbcb ⋅=2  (8);

,
c

c

c

c

b

h

h

a =  то есть .2

ccc bah ⋅=

Складывая почленно равенства (7) и (8), получаем: ).(22

cc bacba +=+
Так как ,cba cc =+  то .222 cba =+

Таким образом, мы доказали следующие три теоремы:

 Задание • Сформулируйте вербально отношения (1)–(6).
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Задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

B

C

Реальный профиль

A1

1. Длины катетов прямоугольного треугольника равны 9 см и 12 см. Найдите радиусы окружностей, вписанной
в треугольник и описанной около него.

2. (  2018) Радиус окружности, вписанной в равносторонний треугольник, равен 3 см. Найдите периметр
треугольника.

3.  Работайте в парах!  Медиана, проведенная к гипотенузе прямоугольного треугольника, конгруэнтна
одному из катетов. Найдите величины острых углов треугольника.

4. Основание высоты, проведенной из вершины прямого угла, делит гипотенузу прямоугольного треугольни-
ка на отрезки длиной 4 см и 9 см. Найдите длины катетов.

5. Внутри угла в 60° расположена точка М, отстоящая на расстоянии см7  и см72  от сторон угла. Найдите
расстояние от точки М до вершины угла.

6. Длины катетов прямоугольного треугольника равны 8 см и 12 см. Найдите длину биссектрисы прямого
угла.

7.  Работайте в парах!  Точка касания окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, делит
гипотенузу на отрезки длиной 5 см и 12 см. Найдите длины катетов треугольника.

8. Точка касания окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, делит один из катетов на отрезки
длиной 3 см и 9 см. Найдите длины гипотенузы и другого катета.

1. Длины катетов прямоугольного треугольника равны 6 см и 8 см. Найдите :
a) радиус описанной окружности треугольника;       б) радиус окружности, вписанной в этот треугольник.

2. Радиус окружности, описанной около прямоугольного треугольника, равен 15 см, а радиус окружности,
вписанной в него, равен 6 см. Найдите длины сторон треугольника.

Из прямоугольного треугольника OAC получаем:

3

15
30tg =°⋅= ACOA  (см).

По теореме Пифагора из прямоугольного треугольника OAM имеем:

.)(1412175 см22 =+=+= AMOAOM

Ответ: .14 см=OM

2. Выразим радиус r окружности, вписанной в прямоугольный треугольник
ABC, через катеты a, b и гипотенузу c (рис. 4.36).

A

BC

O

Рис. 4.36

E

F

G

r
r

r

r a – r

a – r
r

b – r
c

a

b

Решение:
Пусть O – центр окружности, вписанной в треугольник ABC, и E, F, G –

точки касания. Так как четырехугольник EOGC – квадрат со стороной r,
то ,FBraGB =−=  AFrbAE =−=  – отрезки, соединяющие точку (вне
окружности) с точками касания соответствующих несущих прямых, кон-
груэнтны. Но .cABFBAF ==+

Отсюда ⇒−+−= rbrac   
2

cba
r

−+=  .
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3. Даны прямоугольный треугольник ABC и [CD] – биссектриса его прямого угла. Известно, что mAD =  и
.nBD =  Найдите высоту, проведенную из вершины C.

4. Прямоугольный треугольник ABC разделен высотой CD, проведенной к гипотенузе, на два треугольника,
ADC и BDC. Радиусы окружностей, вписанных в эти треугольники, равны 1r  и .2r  Найдите радиус окружно-
сти, вписанной в треугольник ABC.

5.  Работайте в парах!  Диаметр полуокружности, касающейся катетов прямоугольного треугольника,
расположен на гипотенузе, а ее центр делит гипотенузу на отрезки длиной 3 см и 4 см. Найдите длины сторон
треугольника и радиус полуокружности.

6. Биссектриса острого угла прямоугольного треугольника делит противолежащий катет на отрезки длиной
4 см и 5 см. Найдите длины сторон треугольника.

C1

7.  Работайте в парах!  Докажите, что если величина одного из острых углов прямоугольного треуголь-
ника равна 15°, то высота, проведенная к гипотенузе, в 4 раза меньше длины гипотенузы.

(Указание. Постройте медиану, проведенную к гипотенузе.)

8. Дан прямоугольный треугольник ABC, у которого °=∠ 90)(m A  и .м1=AC  Зная, что E и F – середины
отрезков BC и AB соответственно, а прямые AE и CF перпендикулярны, найдите длины сторон треугольника.

9. Основание D высоты CD, проведенной из вершины прямого угла треугольника ABC, удалено от катетов AC
и BC на расстояния m и n соответственно. Найдите длины катетов треугольника.

B1

6.2. Метрические соотношения в произвольном треугольнике

Рассмотрим остроугольный треугольник ABC с общеприня-
тыми обозначениями, у которого  hCD =  –  высота, проведенная
из вершины C (рис. 4.37).

Из треугольников ADC и BDC имеем αsin=
b
h  и βsin=

a
h

соответственно. Отсюда αsinbh =  и .sin βah =  Значит,

,sinsin βα ab =  то есть .
sinsin αβ

ab =

C

A BD
Рис. 4.37

b a

c

h

α β

γ

Аналогично, построив высоты из вершин A и B, получим, что 
γβ sinsin

cb =  и

.
sinsin γα

ca =  Сопоставив эти результаты, получим: .
sinsinsin γβα

cba ==

В случае тупоугольного треугольника АВС, аналогично рассуждая, можно
получить тот же результат.

 Задание • Проведите эти рассуждения.

Таким образом, доказана

еорема 24
C

A B

Рис. 4.38

b a

c
α β

γ
Теорема синусов
Длины сторон произвольного треугольника
АВС пропорциональны синусам противоле-
жащих углов:

γβα sinsinsin
cba ==  (рис. 4.38).
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Из треугольника ACD получаем: ,cos)180cos( αα bbAD −=−°=
.sin)180sin( αα bbCD =−°=

Следовательно, ,cosαbcADBAx −=+=  .sinαby =  По формуле расстояния

между двумя точками имеем:

=++−=+−== ααααα 222222222 sincoscos2)sin()cos( bbbccbbcBCa

.cos222 αcbbc −+=
Из треугольника CDB получаем ,cos βaBDx ==  βsinaCDy ==  и

=+−== 2222 )sin()cos( ββ acaACb =++− βββ 22222 sincos2cos acaca

.cos222 βacca −+=
Аналогично рассматривая систему координат с началом в точке С, получим ра-

венство .cos2222 γabbac −+=
Таким образом, доказана

еорема 25

Из этой теоремы следует, что:
a) если ,222 cba +>  то угол, противолежащий стороне a, тупой;

б) если ,222 cba +<  то угол, противолежащий стороне a, острый;

в) если ,222 cba +=  то угол, противолежащий стороне a, прямой.

Замечаем, что при °> 90α  (рис. 4.39) проекцией стороны АС на несущую пря-

мую стороны АВ является ,cosαbAD −=  и тогда ADccba ⋅++= 2222  (11).
При °< 90β  проекцией стороны ВС на несущую прямую стороны АВ является

,cosβaBD =  и тогда BDccab ⋅−+= 2222  (12).
В формулах (11), (12) выражена

Теорема косинусов
В произвольном треугольнике АВС квадрат длины любой
стороны равен  сумме квадратов длин двух других сторон
минус удвоенное произведение длин этих двух сторон на
косинус угла между ними:

);cos(2222 Abccba ∠−+=
);cos(2222 Baccab ∠−+=
)cos(2222 Cabbac ∠−+=  (рис. 4.40).

C

AB

Рис. 4.40

ba

c

Обобщенная теорема Пифагора
Квадрат длины стороны произвольного треугольника равен сумме квадратов
длин двух других сторон плюс/минус удвоенное произведение длины одной
из этих двух сторон на длину проекции другой стороны на несущую прямую
первой стороны.

еорема 26

Пусть ABC – произвольный треугольник с общепринятыми
обозначениями, у которого hCD =  –  высота, проведенная из
вершины C (рис. 4.39).

Рассмотрим прямоугольную систему координат с началом в
точке B, причем положительная полуось Ox совпадает с полу-
осью .[BA  Пусть вершины С, В и А имеют координаты (x, y), (0,
0) и (c, 0) соответственно.

C(x, y)

A(c, 0)B(0, 0)

Рис. 4.39

b
a

c
αβ

γ

D

y

x
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Задания
с решением

1. Докажем, что в условии теоремы синусов

,2
sinsinsin

R
cba === γβα  где R – радиус окружности,

описанной около треугольника ABC (рис. 4.41).

Решение:
Достаточно доказать, что одно из этих трех отношений

равно 2R.
Пусть, например, угол A – острый. Проведем диаметр

BD окружности, описанной около треугольника ABC.

C

B

Рис. 4.41

D

α
α

O
A

В этом случае углы BDC и BAC имеют одинаковую величину .α  Из прямоугольного

треугольника BCD следует, что ,
sin

BD
BC =α  то есть ,2

sin
R

a =α  ч. т. д.

 Запомните!
,Rcba

2
sinsinsin

=== γβα   где R – радиус описанной окружности треугольника.

2. Докажем, что сумма квадратов длин диагоналей любого параллелограмма
равна сумме квадратов длин его сторон.

A

B C

D

Рис. 4.42

α
180°– α

Решение:

Пусть ABCD – параллелограмм, у которого α=∠ )(m A

(рис. 4.42). Тогда .180)(m α−°=∠B  Применим теорему коси-

нусов к треугольникам ABD и ABC:

,cos2222 αADABADABBD ⋅−+=

).180cos(2222 α−°⋅−+= BCABBCABAC
Складывая почленно эти равенства (учитывая, что

αα cos)180cos( −=−° ), получим

,222222 BCABADABACBD +++=+  то есть

)2( 2222 ADABACBD +=+   , ч. т. д.

Значения синуса, косинуса, тангенса, котангенса для некоторых часто исполь-
зуемых углов представлены в таблице 1, раздел 1.2, Модуль 8.

Задачи  

1. Стороны параллелограмма равны см3  и ,7 см  а одна из его диагоналей равна 2 см. Найдите другую
диагональ.

2. В окружность радиуса 10 см вписан треугольник, один угол которого равен 60°, а другой – 15°. Найдите
площадь треугольника.

3. Две стороны треугольника равны 2 м и 3 м, а синус угла между ними равен .
4
15  Найдите длину третьей

стороны.

4.  Работайте в парах!  Расстояние от центра окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, до

вершин его острых углов равно см5  и .10 см  Найдите длину гипотенузы треугольника.

Реальный профиль

A1

амечание
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Задачи на повторение  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1. Длина одного из катетов прямоугольного треугольника равна 112 см, а гипотенузы – 113 см. Найдите
площадь треугольника.

2. Биссектриса одного из острых углов прямоугольного треугольника делит противолежащий катет на отрезки
длиной 4 см и 5 см. Найдите длины сторон треугольника.

3. Длина боковой стороны равнобедренного треугольника равна 4 см, а длина медианы, проведенной к этой
стороне, равна 3 см. Найдите длину основания треугольника.

B

C1
8. Высота и медиана, проведенные из одной вершины треугольника, делят угол при этой вершине на три

конгруэнтных угла. Найдите длины сторон треугольника, если длина медианы 5 см.

9. Окружность проходит через вершину квадрата со стороной a, середину одной из сторон, не проходящих
через эту вершину, и через центр квадрата. Найдите радиус окружности.

B1

5. Длины сторон треугольника равны 4 м, 5 м и 6 м. Найдите длины проекций меньших сторон на бóльшую
сторону.

6. Одна из сторон треугольника равна 3 см, один из углов, прилежащих к этой стороне, равен 120°, а сторона,
противолежащая этому углу, равна 7 см. Найдите длину третьей стороны.

7.  Работайте в парах!  Дан треугольник ABC, у которого .,, cABbACaBC ===  Найдите длину

медианы, проведенной к стороне, противолежащей вершине C.

5. (  2018) На рисунке изображен треугольник ABC, в котором
MN || AC,  ),(),( BCNABM ∈∈  BN = 1 см, NC = 2 см, AM = 4 см.
Впишите в рамку длину отрезка AB.

AB = см.

C
A

BO
100°

4. (  2016) На рисунке точки A и B принадлежат окружности с центром O

так, что ,100)m( °=∠AOB  а прямая BC – касательная к окружности. Впишите

в рамку величину угла ABC (в градусах).

=∠ )m( ABC .

CA

B
NM

6. На фотографии, сделанной с самолета, видно, что кукурузное поле имеет форму прямоугольника с размерами
34 ×  см. Зная, что коэффициент подобия между фотографией и планом составляет 1:10000, найдите факти-

ческие размеры кукурузного поля.

7. В прямоугольном треугольнике ABC, BC = 8 см, AB = 10 см. На продолжении катета AC взята точка D так,
что точка C лежит между A и D. Найдите длину DB, если DB = DA.

8. (  2013) Диаметры переднего и заднего колеса телеги
равны соответственно 60 см и 90 см. Какое расстояние (в
метрах) проехала телега, если известно, что переднее колесо
сделало на 100 оборотов больше, чем заднее колесо. (При

вычислении примите 3≈π .)
90 см

60 см
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9. Дан треугольник ABC, в котором )26( +=BC см, ,45)(m °=∠ABC  .30)(m °=∠ACB

Найдите периметр треугольника ABC.

10. В окружности построены пересекающиеся хорды AB и CD. Величины углов ABC и ACD равны 50° и 40°
соответственно. Найдите градусную меру угла DAC.

C
11. Две окружности, радиусы которых равны 7 см, касаются внешне. Прямая пересекает окружности в точках

A, B, C и D так, что AB = BC = CD. Найдите AB.

12.  Работайте в парах!  Из точки А, расположенной вне окружности радиуса 8 см, проведена секущая
длиной 10 см, которая разделена окружностью на два конгруэнтных отрезка. Найдите расстояние от точ-
ки А до центра окружности.

Реальный профиль

A1

1. Высота, опущенная на основание равнобедренного треугольника, равна 20 см, а высота, опущенная на
боковую сторону, равна 24 см. Найдите длины сторон треугольника.

2.  Работайте в парах!  В треугольник со сторонами 12 см, 15 см и 18 см вписана полуокружность так, что

она касается меньших сторон треугольника, а бóльшая сторона содержит диаметр полуокружности. Найдите
длины отрезков, на которые центр полуокружности делит бóльшую сторону треугольника.

B1

3. Длина радиуса вписанной в равнобедренный треугольник окружности равна 1,5 см, а длина радиуса

описанной около этого треугольника окружности –  
8

25
 см. Найдите длины сторон, если они выражаются

целыми числами.

4.  Работайте в парах!  В цехе по резке листового металла остаются отходы в форме равностороннего

треугольника со стороной 240 мм. Для нового изделия, внедряемого в производство, будут изготавливаться
детали квадратной формы со стороной 80 мм и детали прямоугольной формы с размерами 220190 × мм.
Какие из этих деталей могут быть изготовлены из отходов?

5. Высота, проведенная из вершины угла при основании равнобедренного треугольника, в два раза меньше
боковой стороны. Найдите величины углов этого треугольника (рассмотрите оба случая).

6.  Работайте в парах!  Две окружности радиусами r и R касаются внешне. Прямая пересекает эти

окружности так, что образовались три конгруэнтных отрезка. Найдите длины этих отрезков.

7. Окружность длиной см12π  разделена точками A, B, C на три дуги, длины которых относятся как 1 :2 :3.
Найдите площадь треугольника ABC.

C1
8*.Окружность, вписанная в треугольник ABC, делит медиану )( 11 ACBBB ∈  на три конгруэнтных отрезка.

Найдите отношение длин сторон треугольника ABC.

9. Какова длина пути, пройденного концом часовой стрелки длиной 18 мм за:
a) 1 час;           б) 12 часов;           в) 24 часа?  .)14,3( ≈π

10.  Работайте в парах!  Какова длина пути, пройденного концом минутной стрелки длиной 30 см за:

a) 1 час;           б) 12 часов;           в) 24 часа?  .)14,3( ≈π
11. Велосипедист тренируется на треке круговой формы радиусом 240 м. Скорость велосипедиста 300 м в

минуту. За какое время велосипедист проходит один круг?  .)14,3( ≈π
12. Ширина автомобиля равна 1,2 м. Он проходит трассу круговой формы, внутренний радиус которой

составляет 100 м, сохраняя постоянно расстояние в 50 см от внутреннего края трассы. Найдите разность
путей внешних и внутренних колес автомобиля при прохождении одного круга.  .)14,3( ≈π
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   Время  выполнения работы:45 минут
Итоговый тест

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

Реальный профиль

1. Длина гипотенузы прямоугольного треугольника ABC равна 9 см, а один из его катетов имеет длину 6 см. Из
вершины C прямого угла проведены медиана CM и высота CD. Найдите MD.

3. Из трубы радиусом 125 мм выходят три трубы одинакового диаметра. Найдите диаметр этих трех труб,
чтобы они могли пропустить весь поток.

4. Дан прямоугольный треугольник ABC, в котором °=∠ 90)( Am  и [BD] – биссектриса угла ).( ACDB ∈  Зная,
что 5=CD  см, 4=AD  см, найдите длины сторон треугольника.

1. Треугольная крыша имеет проем ,dAB =  а ее уклон равен .3
1=DB

CD

a) Найдите истинностное значение высказывания: „ .~ MCNACB ∆∆ ”
б) Определиите длину балки CN, если .NBDN =

2. Рассчитайте, сколько дисков радиуса r можно изготовить
путем нерационального и рационального разрезания метал-
лической ленты шириной 5r и длиной 40r (на рисунке пока-
зано нерациональное (a) и рациональное (б) разрезание).

A B

DE

S

V

C

A BDM N

C
M ′ N ′

5r

40
r

a)

5r
40

r

A
1O

2O

3O

б)

2. Двойная лестница имеет длину плеча [VA], равную 5 м. Для крепления
используется трос [CD], прикрепленный к лестнице на высоте 1 м от земли
([AC]).
a) Определите истинностное значение высказывания: „ VSBVCD ∆∆ ~ ”.
б) Найдите длину троса, если высота лестницы ([VS]) равна 4 м.

3. Сторона равностороннего треугольника ABC равна a. Рассмотрим окружность, диаметр которой равен
высоте CD. Через точки A и C проведем касательные к этой окружности, которые пересекутся в точке E.
Найдите периметр треугольника ACE.

4. Докажите, что для любого треугольника со сторонами a, b и c справедливо соотношение:

.
)(tg

)(tg
222

222

acb

bca
B

A

−+
−+=

∠
∠
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Одночлены. Многочлены.
Алгебраические дроби35ÌÎÄÓËÜ

*распознавание и применение одночленов, многочленов, алгебраических дробей в различных контекстах;
*выполнение операций сложения, вычитания, умножения и деления одночленов, многочленов, алгеб-
раических дробей;
*разложение многочленов на множители;
*нахождение корней многочленов от одной переменной.

§1 Одночлены. Операции над одночленами

1.1. Понятие одночлена

Среди разнообразных алгебраических выражений, например ,3,8 2 yxY +−
,)32(,32,2023,,7,2 3252 XYxyZYXabba ++  выделяют:

a) выражения, в которых над буквами выполняются операции сложения, вычита-
ния, умножения и возведения в степень с натуральным показателем: ,3 2 yx +−

;32,2023,7 xyab +
б) выражения, содержащие буквы под корнем: ;2 2ba

в) выражения, представляющие собой произведение множителей, каждый из кото-
рых является числовым выражением или буквой с натуральным показателем

степени: .)32(,2023,,8 325 XYZYXY +
Выражения, подобные тем, что указаны в пункте a), называются рациональными

алгебраическими выражениями. Выражения, указанные в пункте б), называются
иррациональными выражениями. А выражения, указанные в пункте в), называются
одночленами.

• Одночлен состоит из коэффициента (числового множи-
теля) и буквенной части.

• Буквы в одночленах называются переменными.
• Переменные одночленов обозначаются, как правило,

заглавными латинскими буквами (X, Y, Z и т.д.).

YX 33

X)32( +
22 XZ

То, что мы знаем, слишком мало.

То, чего мы не знаем, огромно.
Лаплас

 Запомните! Одночлены – это рациональные алгебраические выражения, содержащие только
произведения чисел, букв и их степеней с натуральным показателем.

• Степень одночлена от одной переменной равна показателю степени этой пере-
менной.

• Степень одночлена от нескольких переменных равна сумме показателей степе-
ней всех переменных. Степень многочлена YX 33  равна 4, а его степень, относи-
тельно X, равна 3.

Цели
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1.2. Операции над одночленами

Одночлены, состоящие из одних и тех же буквенных частей (независимо от
порядка записи множителей) называются подобными одночленами или подобными
слагаемыми.
• Сумма, разность одночленов 21, MM  – это сумма 21 MM + , соответственно,

разность 21 MM − .

• Приведение подобных слагаемых – это операция, при которой сумма подобных
одночленов заменяется аналогичным одночленом, коэффициент которого ра-
вен сумме коэффициентов подобных слагаемых.

Пример: .)35(332 2222 YXYXYXYX −=+−
• Произведением одночленов является одночлен, коэффициент которого равен

произведению коэффициентов множителей, а буквенные множители, пред-
ставленные степенями с одинаковым основанием, заменяются их произве-
дением.

Пример: .3232 232 ZYXXYZYX =⋅
• Возведение одночлена в степень с натуральным показателем выполняется

согласно свойству возведения в степень произведения ).)(( nnn yxxy ⋅=
Пример: .8)2( 3632 YXYX =
Любой ненулевой одночлен в степени 0 – это одночлен 1.

• Одночлен R называется частным одночленов P и Q, если .PRQ =⋅
Пример: ,

5
6

5:6 223 XYYZXZYX =  так как .65
5
6 232 ZYXYZXXY =⋅

В общем случае отношение двух одночленов представляет собой алгебраи-
ческую дробь.
Деления на нулевой одночлен не существует.

 Запомните!

1. Определите, какие из указанных выражений явля-
ются одночленами:

a) 2,05, ,YX  X, ;15YZ  ,2010Z  ,
Z

XY  ;22 YX +

б) ,8Y−  ,23 XY  Z, ,XY  ,3XZ −  ,
Z

YX +  .2012Y

2. Найдите коэффициент и буквенную часть одночлена:

a) ;8XY−      б) ;2 2YZX      в) ;3 2XZ−      г) .29,3 104 ⋅ZY

3. Запишите одночлены так, чтобы каждая перемен-
ная встречалась только один раз:

a) ;XYYXZ б) ;YZYZYZ

в) ;32 22 ZYXYX г) .XZYZYZ

4.  Исследуйте! Найдите степень одночлена:

a) ;3YZX        б) ;2 5XZ−        в) ;1,0 2YX        г) .3YZ

5. Укажите подобные одночлены:

a) ,5XY  ,3 2X  ,XY−  ,3YZ  ,25,0 2X−  ,3YZ  ;XYZ

б) ,2XY  ,5,8 3Y−  ,2 2 XY−  ,8,0 3Y  ,333 ZYX  .XY

6. Приведите подобные слагаемые:

a) ;85,23 44 YXYYXY ++−   б) .102,023 22 XYZXYZ +−−

7. Выполните действия:
a) ;34 22 XYYX ⋅− б) ;52,8 3YZXXZ ⋅

в) ;33 3XZYZ ⋅ г) .
2
1

2
3
1

7 XYX ⋅

8.  Работайте в парах! Выполните действия:

a) ;)3( 35YX б) ;)2( 24XYZ−
в) ;)2( 43XY г) .)5,1( 33ZY

9. Выполните действия:

a) );2(:16 3 XYYX − б) ;4,0:4,6 32 YZZY−

в) ;3:32 252 XZZX г) .
3
1

:
3
1

7 333 XYZZYX

10. Выполните действия:

a) ;)5,0(283,7 33 ZYXYYYXY −++−

б) .3
8
1

4
4
1

3 22 XYZZZYZY ++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+

11.  Работайте в парах!  Выполните действия:

a) ;)2,1()2(2,03 2332 XYXYXYZYXXY ⋅+−⋅
б) .)()1,0(4,05 33223 XYZYXZYYXZZY −−⋅+⋅−
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пределение

§2 Многочлены
2.1. Операции над многочленами

Многочленом (полиномом) называется сумма двух или нескольких одночленов.

Многочлены обозначаются заглавными буквами латинского алфавита (P, Q, R

и т. д.): .3),,(,3),(,52)( 223 −=+−=+−= XYZZYXRXXYYXYXQXXXP
Коэффициентами многочлена являются коэффициенты его слагаемых. Много-
член, коэффициенты которого равны 0, называется нулевым многочленом: 0. Слага-
емое, не содержащее переменные, называется свободным членом. Степенью
многочлена P называют наибольшую из степеней входящих в него ненулевых
одночленов. Обозначается „grad P”.
Напрмер, для многочлена 52)( 23 +−= XXXP  имеем .3)(grad =XP
Многочлен, состоящий из двух слагаемых, называется двучленом или  биномом,
а из трех слагаемых – трехчленом.
Одночлен также является полиномом (многочленом).

Задание
с решением

Даны одночлены: .5,7,,3,7 63 XZXXYZYX −
a) Составим из данных одночленов: один многочлен от переменных X, Y, второй –

от переменной X и третий – от переменных X, Y, Z.

б) Найдем коэффициенты и свободный член первого многочлена из пункта a).

Решение:

a) ,57),( 63 −+= XYXYXP  ,5)( 6 += XXQ  .5737),,( 63 +−−+= XZXXYZYXZYXT

б) Коэффициенты P(X, Y) – 7, 1, –5, а –5 является свободным членом.

 Запомните!

Сумма (соответственно, разность) двух многочленов P и Q есть многочлен QP +
(соответственно QP − ).

Числовое значение многочлена при указанных значениях переменных – это число,
полученное в результате выполнения всех операций после подстановки указанных
значений переменных. Например, числовое значение многочлена P(X, Y), получен-

ного в пункте a) решенного выше задания, при 5,2 == YX  равно:

.3270582705)2(5)2(7)5,2( 63 +=−+=−+⋅⋅=P

15.  Исследуйте!  Найдите закономерность и впишите

недостающий одночлен:

16. Дополните последовательность одночленов:

a) ,XYZ  ,2YZX  ,22 ZYX  ;               б) ,248 ZYX  ,48YX  ,28YX  .

B1

C1

12. Выполните действия:
a) );6,1:8,42(3,0:18 42453 XZZXYXXYYX +−            б) ).4,0:127(30:9 222223 XZZXXYZZYZXY +−−−

13.  Исследуйте!  Дополните показатели степеней так, чтобы степень одночлена была бы равна 10:

a) ;3 2 WW ZYX             б) ;)( 32 WZY             в) ;)( WWW ZYX             г) .)5( 22 WW ZYX−

14.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания:

a) Одночлены XY и 22YX  подобны. б) Одночлены YX 226  и YX 2−  можно сократить.

322 YX 3 9622 YX

53ZY− 2       ?

È Ë
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2.2. Разложение многочленов на множители

 Запомните! Вот некоторые часто используемые методы разложения многочленов на множители:
• метод вынесения общего множителя: ).( HRQPHPRPQP ++=⋅+⋅+⋅
• метод группировки: HRHPQRQP =⋅+⋅+⋅+⋅

).)(()()()()( RPHQHQRHQPHRQRHPQP ++=+++=⋅+⋅+⋅+⋅=
• разложение на множители трехчлена второй степени:

),)(( 21

2 xXxXacbXaX −−=++  где 21, xx  решения уравнения второй степени
02 =++ cbxax , связанного с этим трехчленом;

• использование формул сокращенного умножения;
• комбинированные методы.

Важную роль при выполнении вычислений играет разложение многочленов на
множители, то есть представление их в виде произведения многочленов.

Использование этих свойств упрощает вычисления.

Пример )11()3()1)(3()1()3( 3333 XXZXYXZXYXZXY =++−⋅−=+−+−⋅−
.622)3( ZXYZXY −=⋅−=

Свойства умножения многочленов

Для любых многочленов P, Q, R справедливы свойства:
1° Коммутативность: .PQQP ⋅=⋅
2° Ассоциативность: ).()( RQPRQP ⋅⋅=⋅⋅
3° .00 =⋅P
4° Многочлен 1 является нейтральным элементом при умножении многочле-
нов: .11 PPP =⋅=⋅
5° Умножение многочленов дистрибутивно относительно сложения/вычита-
ния:  .)( RPQPRQP ⋅±⋅=±⋅

Как правило, в полученном выражении приводят подобные члены.
Например, разность многочленов P(X, Y) и Q(X) из решенного выше задания

есть многочлен .107)5(57)()( 3663 −=+−−+=− YXXXYXXQXP

Свойства сложения многочленов

Для любых многочленов P, Q, R справедливы свойства:
1° Коммутативность: .PQQP +=+
2°Ассоциативность: ).()( RQPRQP ++=++
3°Нулевой многочлен является нейтральным элементом при сложении
многочленов: .0 PP =+

4°Для любого многочлена P существует противоположный ему многочлен,
–P: .0)( =−+ PP

 Запомните!

Как правило, в полученной сумме приводят подобные слагаемые.

Например: )5()57( 663 =+⋅−+ XXYX

253575555757 31296366663 −++=⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+⋅= YXXYXXYXXXXXYX .

пределение Произведением двух многочленов P, Q является многочлен QP ⋅ , который
представляет собой сумму произведений каждого члена многочлена P на
каждый член многочлена Q.

Примеры Используя адекватные методы, разложим на множители многочлен:

a) );164025()56( 22 +−−− XXX           б) .32 36 −+ XX
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Даны многочлены 123)( 23 ++−= XXXXP  и .5),( 2234 +−+−= XYYXXXYXQ

a) Найдите степени этих многочленов, перечислите коэффициенты многочленов P(X) и Q(X, Y).
б) Вычислите числовое значение многочлена P(X) при .2=X

в) Найдите числовое значение многочлена Q(X, Y) при .1,2 =−= YX

2. Даны многочлены XXXXXP 38)( 234 −+−−=  и .5)( 23 XXXQ +=
1) Выполните действие:   );()()( XSXQXP =+               );()()( XDXQXP =−               ).()()( XRXPXQ =−
Вычислите и сравните:     a)  S(3) cu );3()3( QP +              б)  D(–1) cu ).1()1( −−− QP

2) Установите связь между многочленами D(X) и R(X).

Решение:

a) Замечаем, что .)45(164025 22 −=+− XXX

Значит, ).1)(911())45(56()4556()45()56( 22 −−=−−−⋅−+−=−−− XXXXXXXX

б) Обозначим ,3 tX =  тогда трехчлен 322 −+ tt  разлагается на множители

),3)(1( +− tt  значит ))3()(1()3)(1(32 333333336 =+−=+−=−+ XXXXXX

).93)(3)(1)(1( 33232 +−+++−= XXXXXX

B1

10.  Работайте в группах!  Даны многочлены

7108)( 23 −+−= XXXXP  и npXkXmXXQ +++= 23)(  ).,,,( R∈pknm

a) Найдите действительные значения параметров m, n, k, p, при которых многочлены P(X) и Q(X) равны.
б) Определите степени многочленов P(X), Q(X) в зависимости от параметров.
в) При каких действительных значениях параметров m, n, k, p многочлен Q(X) является нулевым?
г) Вычислите: ).0(),1(),0(),1( QQPP −−

11. Даны многочлены kXkXXXP −+−= 27)( 25  и .2)( 25 kXXXXQ +−+−=
Найдите действительное значение параметра k, при котором )()()( XQXPXS +=  является нулевым
многочленом.

12. Дан многочлен . ,,,2)( 324 R∈+−++= cbacXbXXaXXP

a) Найдите значения коэффициентов a, b, c, зная, что многочлен P(X) равен .825 234 −+− XXX

б) Определите многочлен Q(X), зная, что .0)()( =+ XQXP

3.  Работайте в парах!  Даны многочлены

.12)(;15)(;15)( 2422 ++=+=−= XXXRXXQXXP
Найдите:

a) );()()( XRXQXP −+ б) );()( XQXP ⋅
в) );()( XRXP ⋅ г) );()()( XRXQXP −⋅
д) );(2 XP f) ).()( 22 XQXP ⋅

4.  Исследуйте!  Дополните до полного квадрата

бинома:

a) ;1...16 2 ++X б) ;25...9 22 YX +−
в) ...;102 ++ XYX г) .64...3 22 YX +−

5. Методом группировки разложите на множители:

a) ;9797 234 XXXX +−− б) ;234 XYXYXX −−+
в) .2045 23 −+− XXX

6. Разложите на множители многочлен:
a) ;11025 2 +− XX б) ;125,0 2 ++ XX

в) ;8126 23 −+− XXX г) .133 23 +++ XXX

7. Используя формулы: разность квадратов, сумма (раз-
ность) кубов, разложите на множители многочлен:
a) ;64,0 22 YX − б) ;455 22 YX −
в) ;64125 33 YX − г) .1729 3 +X

8. Разложите на множители  трехчлен:
a) ;822 −− XX      б) ;134 2 −− XX      в) .22 ++− XX

9. Даны многочлены XXXP −= 32)(  и
.),( 22 YXYXQ +=  Найдите истинностное

значение высказывания.
a) .2),( 42242 YYXXYXQ ++=
б) .2)()( 223 YXXXXQXP +−+=+



76

М
О
Д
УЛ

Ь
5 Одночлены. Многочлены. Алгебраические дроби

пределение

§3 Многочлены от одной переменной

3.1. Общие понятия

Выражения вида ,...2

210

n

n XaXaXaa ++++ (1)

где N∈n  и R∈ia  для любых ni ...,,2,1,0=  (обозначают ni ,0= ), называется
многочленом от переменной X.

Если числа naaaa ...,,,, 210  принадлежат множеству ),,( ZQR  то выражение (1)
является многочленом от переменной X с действительными (рациональными, це-
лыми) коэффициентами.

Числа naaaa ...,,,, 210  называются коэффициентами многочлена (1), выражения
n

n XaXaXaa ...,,,, 2

210
 называются членами этого многочлена, а коэффициент

0a  называется свободным членом многочлена (1).

Если ,0=n  то выражение (1) имеет вид .0a  Таким образом, любое число является
многочленом и такие многочлены называются постоянными многочленами.

Пример Следующие выражения являются многочленами от переменной X:
;002 432 XXXX ++++  ;5397 32 XXX +++  .3

Канонический (стандартный) вид ненулевого многочлена (1) это многочлен
,...2

210 ++++ n

n XaXaXaa  ,0≠na  где n – наибольшее натуральное число k
такое, что nk ≤≤1  и .0≠ka

Пример Каноническим видом многочленов ,302 2XX ++  32 0302 XXX +++  является
многочлен ,32 2X+  а каноническим видом многочленов XX ++ 237  и

432 0037 XXXX ++++  является многочлен  .37 2XX ++

пределение Два многочлена от переменной X равны, если они имеют один и тот же
канонический вид.

Примеры 1. Многочлены 2531 XX ++  и 432 00351 XXXX ++++  раны.

2. Многочлены 432 8452 XXXaX ++++  и 5432 472 dXcXXbXX +++++
равны, если и только если .0,8,5,7 ==== dcba

 Запомните!

 Запомните!

C1
15. Дан многочлен .,,,,)( 23 R∈+++= dcbadcXbXaXXR

Найдите значения коэффициентов a, b, c, d, если: .,1)1(,0)1(,1)0( caRRR =−==−=
16. Используя изученные формулы, разложите на множители многочлен с целыми коэффициентами:

a) ;)45()36( 22 YXX −−+                б) ;)5(8 33 −− XYX                в) .)1(125 33 ++ XX

17. Определите многочлен второй степени с целыми коэффициентами P(X) такой, что 33 ))(()( αα PP =  для
любых .R∈α

18.  Разложите на множители многочлен:
a) ;43 48 −+ XX                     б) ;,164 ∗∈− NnX n                     в) .,12 ∗+ ∈− NnXX n

13. Разложите на множители многочлен:

a) ;8)2(2 23 −−+ XXX б) ;44 36 +− XX

в) ;55 2235 XYXYXX ++− г) .2224 ++− XXX

14.  Работайте в парах!  Разложите на множители трехчлен:

a) ;5,038 2 −+ XX б) ;201,0 2 −−− XX в) .252 −− XX
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1. Произвольный многочлен n

n XaXaXaa ++++ ...2

210  равен многочлену
knnn

n XXXaXaXaa ++ +++++++ 0...0... 12

210
 для любого .N∈k

2. Многочлены ,0,...2

210 ≠++++ m

m

m aXaXaXaa  и ,...2

210 ++++ n

n XbXbXbb

,0≠nb  равны, если и только если nm =  и ii ba =  для любого mi ,0=  (равны

коэффициенты соответствующих членов).

 Запомните!

Для любых действительных значений параметров a и b многочлены

)1)(()532()( 22 XXXbXXaXP ++++++=  и 32221)( XXXXQ +++=  равны?

Решение:
Выполнив соответствующие операции, приводим многочлен )(XP  к каноничес-

кому виду и приравниваем многочлены:
,221532 323222 XXXXXXbXbXbaXaXa +++=++++++++

.221)15()13(2 3232 XXXXXbaXbaba +++=++++++++
Из определения равенства двух многочленов следует:

⎩
⎨
⎧

=
=⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=++

=+
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++

=+

.1
,0

,02
,213

,12

,215
,213

,12

b
a

a
ba
ba

ba
ba
ba

 Ответ: ,0=a  1=b .

Задание
с решением

Пусть многочлен .0,...)( 2

210 ≠++++= n

n

n aXaXaXaaXP  Тогда n

n Xa  назы-
вается старшим членом многочлена ),(XP  а число na  называется старшим
коэффициентом многочлена ).(XP

Пример Даны многочлены 32 032)( XXXXP +++=  и .50332)( 32 XXXXQ +++=
Заметим, что 2)(grad =XP  и .3)(grad =XQ  Старший коэффициент многочлена

)(XP  равен 1, а старший коэффициент многочлена )(XQ  равен 5.

Как правило, многочлены от переменной X обозначаются )(),(),( XRXQXP
и т. п.

амечания 1. Степень нулевого многочлена не определяется.

2. Любое ненулевое число является многочленом, степень которого равна 0.

3. Для упрощения записи конкретного многочлена условимся опускать слагаемые
с нулевыми коэффициентами, слагаемые вида kX1  заменить на ,kX  а выражения
вида kXa)(−+  на .kaX−

Например, многочлен 5432 )5(001)4(3 XXXXX −++++−+  запишем в виде
.543 52 XXX −+−

Задание
с решением

Определим степень многочлена:
.)2()43()1(23)( 423322 XaaXaaXaXaXP −−++++−++=

Решение:
Для различных значений действительного параметра a получаем различные

многочлены. Поэтому степень многочлена )(XP  зависит от значений параметра a.
Если ,022 ≠−− aa  то есть ,}2,1{\ −∈Ra  то .4)(grad =XP  Для ,1−=a  XXP 23)( +−=
и .1)(grad =XP  Для ,2=a  32 18326)( XXXXP +++=  и .3)(grad =XP

Пусть A – ненулевое множество множества R. Обозначим через ][XA  множество
многочленов от переменной X с коэффициентами из A. В частности, через ],[XR

][],[ XX ZQ  обозначим множество многочленов от переменной X с действительными,
рациональными, целыми коэффициентами соответственно. Так как ,RQZ ⊂⊂  то

][][][ XXX RQZ ⊂⊂  и ].[],[],[ XXX RRQQZZ ⊂⊂⊂

пределения
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1. Если )(XP  и )(XQ  ненулевые многочлены, то:

a) ))(grad),(gradmax())()((grad XQXPXQXP ≤+  ( ));()( XPXQ −≠
б) ).(grad)(grad))()((grad XQXPXQXP +=⋅

2. Если ),()()( XQXPXR +=  ),()()( XQXPXS ⋅=  то для любых R∈a  имеем:

a) );()()( aQaPaR +=                б) ).()()( aQaPaS ⋅=

3.3.1. Деление многочленов. Теорема деления с остатком

При вычислениях с целыми числами часто применяется теорема деления с остат-
ком. Аналогичная теорема верна и для многочленов.

В (2) многочлен D(X) называется делимым, )(XI  – делителем, )(XС  – неполным
частным, а )(XR  – остатком. Если ,0)( =XR  тогда )(),( XCXI  называют дели-
телями D(X) (обозначают )(|)(),(|)( XDXCXDXI ), а D(X) называют кратным
этих многочленов, или говорят, что D(X) делится на )(),( XCXI .

еорема 1 (теорема деления с остатком)
Для любых многочленов ],[)(),( XXIXD R∈  ,0)( ≠XI  существуют
однозначно определенные многочлены ],[)(),( XXRXC R∈  такие, что

),()()()( XRXCXIXD +=  где 0)( =XR  или ).()( XIXR gradgrad <        (2)

 Запомните!

3.2. Сложение, вычитание и умножение многочленов

Сложение, вычитание и произведение многочленов от одной переменной выпол-
няется по тем же правилам, что и для многочленов с несколькими переменными,
поэтому эти операции обладают теми же свойствами.

Задание
с решением

Запишем в каноническом виде сумму, разность и произведение многочленов:

8126)( 23 −+−= XXXXP  и .13)( 23 ++= XXXQ

Решение:

;23127)()( 32 XXXXQXP +−+−=+  ;9129)()( 2XXXQXP −+−=−
)31()6128()()( 3232 XXXXXXQXP =++⋅+−+−=⋅

.362930128 65432 XXXXXX +−−+−+−=

 Запомните!

пределение Пусть ][...)( 2

210 XXaXaXaaXP n

n R∈++++=  и .R∈α
Число n

naaaa ααα ++++ ...2

210  называется значением многочлена )(XP  при
α=X  и обозначается через ).(αP  Если ,0)( =αP  тогда α называется корнем

многочлена )(XP .

Пример Пусть .32)( 2XXXP ++=  Тогда .12)2(3)2(2)2( 2 =−+−+=−P

амечания 1. Если A – одно из множеств ZQR ,,  и ],[)( XAXP ∈  то AP ∈)(α  для любого
.A∈α

2. Значение любого многочлена в нуле равно свободному члену этого много-
члена .)0( 0aP =

пределение Пусть A – одно из множеств ZQR ,,  и ].[)( XAXP ∈  Функция ,: AAf →
),()( xPxf =  называется функцией-многочленом (или полиномиальной

функцией), соответствующей многочлену ).(XP

Пример Полиномиальной функцией, соответствующей многочлену

][342)( 32 XXXXP R∈++= , является функция ,:f → RR  .342)( 32 xxxf ++=

3.3. Деление многочленов
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При делении с остатком многочлена )(XD  на )(XI  выполняются четыре ариф-
метические действия (сложение, вычитание, умножение, деление) над их коэф-
фициентами. Если коэффициенты многочленов )(XD  и )(XI  действительные
(соответственно рациональные) числа, то коэффициенты  частного )(XC  и остат-
ка )(XR  также являются действительными (соответственно рациональными)
числами.

 Запомните!

Для выполнения деления многочлена )(XD  на ненулевой многочлен )(XI :
1) записываем оба многочлена в порядке убывания степеней их членов;
2) выполняем деление столбиком (аналогичнно делению натуральных чисел)

так, чтобы члены частного представляли собой результаты деления основного члена
делимого (и тех, которые появятся позже) на основной член делителя;

3) деление выполняется до тех пор, пока остаток будет представлять собой
многочлен степени ниже степени делителя.

Представляем алгоритм нахождения частного и остатка от деления двух много-
членов, называемый алгоритмом деления многочленов с остатком.

Задание
с решением

Найдем частное и остаток деления многочлена 12483)( 234 +−−+= XXXXXD  la

на трехчлен .322)( 2 −+= XXXI
Решение:

224

2
3

2:3 XXX =

XXX
2
5

2:5 23 =

4
9

2:
2
9 22 −=− XX

23422

2
9

33)322(
2
3

XXXXXX +−−=−+⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−

44 344 21

4484476

)(

2

)(

2

4
9

2
5

2
3

322

XC

XI

XX

XX

−+

−+234

234

2
9

33

12483

XXX

XXXX

+−−

+−−+
+

XXX

XXX

2
15

55

12
2
1

5

23

23

+−−

+−+
+

4
27

2
9

2
9

1
2

11
2
9

2

2

−+

++−
+

XX

XX

43421
)(

4
23

10

XR

X −Ответ: Неполным частным является ,
4
9

2
5

2
3

)( 2 −+= XXXC

а остаток равен .
4
23

10)( −= XXR

3.3.2. Деление многочлена на бином cX −
Даны многочлен 1,)(grad),( ≥XPXP  и бином ).( cX −  Из теоремы деления с

остатком следует, что существуют такие многочлены ),(),( XRXC  что

 ),()()()( XRXCcXXP +−=  где 0)( =XR  или .1)(grad)(grad =−< cXXR   (3)

Так как 0)( =XRgrad  или ,0)( =XR  то )(XR  – постоянный многочлен, т.е.
,)( rXR =  где .R∈r

Подставляя в (3) cX =  и ,)( rXR =  имеем ,)()()( rcQcccP +−=  откуда ).(cPr =
Таким образом, получили следующий результат:

 Задание • Проверьте верность равенства: ).()()()( XRXCXIXD +⋅=

еорема 2 (теорема Безу1)
Остаток от деления многочлена ][)( XXP R∈  на бином ][)( XcX R∈−  равен

).(cP

1 Этьен Безу (1730–1783) – французский математик
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Задание
с решением

Применяя схему Горнера, найдем частное и остаток при делении многочлена

5242)( 234 +−−= XXXXP  на бином .3−X

Решение:
Составим таблицу (записываются включительно нулевые коэффициенты):

2 –4 –2 0 5
3 2 –4 + 3 · 2 = 2 –2 + 3 · 2 = 4 0 + 3 · 4 = 12 5 + 3 · 12 = 41

Ответ: Неполное частное – ,12422)( 23 +++= XXXXC  остаток – .41=r

Практически вычисление коэффициентов 0121 ,,...,, bbbb mm −−  частного )(XC  и
остатка r выполняется с помощью следующей таблицы, называемой схемой Горнера1:

ma 1−ma 2−ma 1a 0a

mm ab =−1 112 −−− += mmm cbab 223 −−− += mmm cbab 110 cbab += 00 cbar +=c ...

...

Рассмотрим многочлен .0,..)( 01

1

1 ≠++++= −
− m

m

m

m

m aaXaXaXaXP

По теореме 2, существуют )(XC  и r такие, что .)()()( rXCcXXP +−=

Задание
с решением

Найдем остаток от деления многочлена  1)( 24 −++= mXmXXXP  на бином
,mX −  если остаток от деления P(X) на бином 1−X  равен –6.

Решение:
По теореме Безу ,6)1( −=P  значит 3611114 −=⇒−=−⋅+⋅+ mmm  и

.133)( 24 −−−= XXXXP  Получим остаток .62)3()( =−= PmP

Пример Остаток от деления многочлена 182142)( 234 +−−+= XXXXXP  на бином
3−X  равен .211832314323)3( 234 =+⋅−⋅−⋅+== Pr

1 Вильям Горнер (1786–1837) – английский математик

Следствие Число c явлется корнем многочлена )(XP , если и только если
)()()( XCcXXP ⋅−=  (бином cX −  является делителем )(XP ).

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Найдите ,,, R∈cba  при которых ),()( XQXP =  если:

a) ,)()(4)( 432 aXcXXbcXbcXP ++++++=  ;)2()12(4)( 432 XXaXXaaXQ ++++−+=
б) ,3)12(2)( 2XXabXP +++=  .)13(2)( 32 cXaXXbbaXQ ++++−=

2. Найдите степень многочлена ][)( XXP R∈  в зависимости от a, если:

a) ;)1()1(3)( 322 XaXaaXXP −++++=           б) .)43()32()1()( 42222 XaaXaaXaaXP −++−++−+=

3. Вычислите ),32(),3(),2(),1( +− QPPP  если 5432 22)( XXXXXXP +−−−+=  и .610)( 24 +−= XXXQ

4. (  2022) Найдите остаток от деления многочлена 152)( 23 +−+= XXXXP  на бином .2−X

5. Найдите ),(cP  если .2,132171536)( 234567 =+++−−++= cXXXXXXXXP

6. Вычислите )()(),()( XQXPXQXP −+  и ),()( XQXP ⋅  если ,235)( 32 XXXXP ++−=  .321)( 2XXXQ −+=

7. Найдите частное )(XC  и остаток )(XR  от деления многочлена )(XP  на бином ),(XQ  если:

a) ,4323)( 346 +−+−= XXXXXP  ;2)( −= XXQ        б) ,127452)( 2345 ++−++= XXXXXXP  ;3)( += XXQ

в) (  2022)  ,152)( 23 +−+= XXXXP  .2)( −= XXQ

Эта теорема позволяет находить остаток от деления произвольного многочлена
на бином cX − , не выполняя деления.



81

М
О
Д
УЛ

Ь

5Одночлены. Многочлены. Алгебраические дроби

C1
14. При каких значениях a, b и c многочлен )(XP  делится без остатка на многочлен 1)( 2 ++= cXXXQ :

a) ;)( 4 baXXXP ++=             б) ;)( 3 baXXXP ++=             в) ?)( 5 baXXXP ++=
15. Найдите остаток от деления многочлена )(XP  на многочлен ),(XQ  если:

a) ,43)( 2142 +−= XXXP   ;1)( 2 −= XXQ           б) ,222)( 3101319 ++++= XXXXXP  ;1)( 2 += XXQ

в) ,1232)( 56121718 −+−+−= XXXXXXP  .1)( 4 −= XXQ

16. Остатки от деления многочлена )(XP  на биномы 3,2,1 −−− XXX  равны соответственно 2, 3 и 4. Найдите
остаток от деления многочлена )(XP  на многочлен ).3)(2)(1( −−− XXX

17*. Пусть ][)( XXP R∈  такой многочлен, что 64)3()1()()1( +=+−++ xxPxxPx  для любого .R∈x

Найдите остаток от деления многочлена )(XP  на многочлен ).2)(1( −− XX

B1

8. Найдите частное и остаток от деления многочлена )(XP  на многочлен ),(XQ  где:

a) ,13232)( 234 ++−+= XXXXXP   1)( += XXQ  (применяя схему Горнера);

б) ,45323)( 245 ++−−= XXXXXP  ;32)( 3 ++= XXXQ

в) ,532)( 23 XXXXP −+=  ;123)( 2 −+= XXXQ

г) ,1232432)( 23456 ++−+−+= XXXXXXXP  .23)( 2 +−= XXXQ

9. Какая из точек )1;1(A  и )9;2(B  принадлежит графику полиномиальной функции, соответствующей
многочлену ][32)( 3 XXXXP R∈−+= ?

10. Остатки от деления многочлена )(XP  на биномы 2−X  и 3−X  равны соответственно 2 и 5. Найдите
остаток от деления многочлена )(XP  на трехчлен .652 +− XX

11. Остатки от деления многочлена )(XP  на трехчлен 1272 ++ XX  равен .143 +X  Найдите остаток от деления
многочлена )(XP  на биномы 3+X  и 4+X  соответственно.

12. Найдите действительные значения параметра a, при которых остаток от деления многочлена )(XP  на
бином )(XQ  равен r, если: a) ,436)( 234 ++−+= XXaXXXP   ;5,3)( −=+= rXXQ

б) .37,2)(,542)3()( 223 =−=+++++= rXXQaaXXaXXP

13. Найдите многочлен второй степени ],[)( XXP R∈  если:

a) ;4)2(,2)1(,4)1( =−=−= PPP б) .13)2(,18)3(,6)1( ==−= PPP

§4 Корни многочленов
4.1. Понятие корня многочлена

Различные приложения многочленов (решение уравнений, решение текстовых
задач, интерполирование функций и др.) основывается на понятии корня многочлена.

Задание
с решением

Выясним, являются ли числа 2 и 3 корнями многочлена

.4444)( 2345 +−++−= XXXXXXP
Решение:

Так как ,0)2( =P  а 0)3( ≠P  (Проверьте!), делаем вывод, что число 2 является
корнем многочлена P(X), а число 3 не является его корнем.

Разделив на ,2−X  получим: ).22)(2()( 34 −+−−= XXXXXP

Замечаем, что 2 является корнем остатка ,22)( 34 −+−= XXXXC  и
),1)(2()( 3 +−= XXXC  поэтому ).1()2()( 32 +−= XXXP

Таким образом, )(XP  делится без остатка на ,)2( 2−X  но легко проверить, что
)(XP  не делится без остатка на .)2( 3−X  Такие ситуации описываются с помощью

кратного корня.
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Если ,1=m  то α  называется простым корнем; если ,2≥m  то α  называется
кратным корнем многочлена ).(XP  При m = 2 или m = 3 говорят о двойном или
тройном корне соответственно.

Кратность некоторого корня можно определить с помощью схемы Горнера,
разделив многочлен )(XP  на α−X  )),()()(( 1 XCXXP ⋅−= α  затем полученное
частное )(1 XC  разделив на α−X  ))()()(),()()(( 2

2

21 XCXXPXCXXC ⋅−=⋅−= αα
и т. д., до тех пор, пока не получится такое частное )( XCs , которое не делится на

.α−X

Значит, ).()()( XCXXP s

s ⋅−= α  Число α  является корнем кратности s много-
члена ),(XP  так как 1)( +− sX α  не делится без остатка на ).()( XCX s

s ⋅−α
В рассмотренном выше примере число 2 является двойным корнем многочлена

.4444)( 2345 +−++−= XXXXXXP

Естественно, возникает вопрос, имеет ли произвольный многочлен корни.
Основная теорема алгебры утверждает, что любой многочлен ],[XR  степень кото-
рого больше или равна 1, имеет по крайней мере один корень, но не обязательно
является действительным числом.

пределение Число m, ,∗∈Nm  называется m-кратным корнем (корнем кратности m) α
многочлена )(XP , если mX )( α−  является делителем ),(XP  а 1)( +− mX α  не
является делителем ).(XP

 Запомните! Любой многочлен нечетной степени с действительными коэффициентами имеет
хотя бы один действительный корень.

Полезным методом определения корней многочлена с целыми коэффициентами
(а возможно, и его разложения на множители) является их „поиск” среди делителей
свободного члена многочлена.

Задание
с решением

Разложим на множители многочлен: .1222)( 234 +−+−= XXXXXP
Решение:
Рассмотрим числа 1± , которые являются делителями свободного члена 1.
Имеем ,0)1( =P  значит, по теореме Безу, P(X) делится на :1−X

).1)(1()( 23 −+−−= XXXXXP

Аналогично поступаем с частным ,1)( 23 −+−= XXXXC  для которого 1=X

является корнем, значит ).1)(1()( 2 +−= XXXC

Таким образом, удалось найти корни многочлена :)(XP  10 =X  – двойной ко-
рень, а также разложить его на множители: ).1()1()( 22 +−= XXXP

4.2. Разложение многочленов на неприводимые множители

Пусть A – одно из множеств ZQR ,,  и .1,)(grad],[)( ≥=∈ nnXPXAXP

Многочлен )(XP  называется приводимым над A, если существуют многочлены
)()(),( XAXCXQ ∈ , степень которых не меньше 1, такие, что ).()()( XCXQXP ⋅=

В противном случае многочлен называется неприводимым над A.

Примеры 1. Любой многочлен степени 1 с коэффициентами из A является неприводимым
над A.

2. Многочлен 3)( 2 += XXP  является неприводимым над ,R  так как соответ-
ствующее ему уравнение 032 =+x  не имеет действительных решений.

3. Многочлен 3)( 2 −= XXQ  является приводимым над ,R  поскольку

),3)(3()( +−= XXXQ  однако он является неприводимым над ZQ, .
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Определите, является ли  α  корнем многочлена ),(XP  где:

a) ;2,27722)( 2345 −=+++++= αXXXXXXP

б) ,31514323)( 234567 +−+−−+−= XXXXXXXXP  .3=α
2. Зная, что ,0)( =αP  найдите корни многочлена ),(XP  если:

a) ;1,22)( 23 =+−−= αXXXXP                    б) ;4,455)( 23 −=+++= αXXXXP

в) .24,247321)( 23 =+−−= αXXXXP

3. Разложите на неприводимые над R  множители многочлен:

a) ;13 −X                б) ;164 −X                в) ;43 24 −− XX                d*) .110 24 +− XX

4. Найдите кратность корня α  для многочлена ),(XP  если:

a) ;1,13443)( 2345 =−+−+−= αXXXXXXP            б) .2,841052)( 2345 =−++−−= αXXXXXXP

Для выполнения операций над алгебратческими дробями (и не только) полезно
понятие наименьшего общего кратного (НОК) двух или более многочленов.

Задание
с решением

Разложим многочлен 1222)( 234 +−+−= XXXXXP  на неприводимые над R
множители.
Решение:
Подстановкой выявляем, что 1=α  является корнем как многочлена )(XP , так

и частного C(X) )).()1()(( XCXXP ⋅−=
Разделив )(XP  на ,)1( 2−X  получаем ).1()1()( 22 +−= XXXP  Множители 1−X

и 12 +X  являются неприводимыми над R.

пределение Многочлен )(XM  называется наименьшим общим кратным (НОК) много-
членов )(XP  и )(XQ , если выпоняются условия:
(i) )(XM  является общим кратным многочленов ( )(|)( XMXP  и )(|)( XMXQ );
(ii) )(XM  является делителем любого общего кратного многочленов )(XP  и

).(XQ

Наименьшее общее кратное (НОК) многочленов )(XP  и )(XQ  можно опреде-
лить как произведение всех неприводимых множителей (над R), которые присут-
ствуют в этих разложениях, при этом взятых с наиболшьшим показателем степени,
если соответствующие множители содержатся в обоих разложениях. НОК опреде-
ляется с точностью до числового множителя.

Пример Пусть ),1)(32()1()( 22 ++++= XXXXXP  )1()1()( 23 +++= XXXXQ  –
многочлены, разложенные на неприводимые множители над R. Тогда

)1)(32()1()( 23 ++++= XXXXXM  – НОК многочленов ).(),( XQXP

 Запомните! Наименьшее общее кратное многочленов )(XP  и )(XQ  можно найти, используя
их разложение на неприводимые множители.

На основании следствия из теоремы Безу, зная его корни, можем разложить
многочлен на множители. Кроме того, можно доказать, что любой многочлен

],[)( XXP R∈  grad 1≥P , может быть представлен в виде:

,)(...)()(...)()( 2

11

2

1
11 ms t

mm

tk

s

k

n cXbXcXbXXXaXP ++⋅⋅++⋅−⋅⋅−= ββ
где 

nmms accbb ,...,,,...,,,...,, 111 ββ  – действительные числа, 
ms ttkk ...,,,...,, 11

 – нату-
ральные числа, ),(grad2...2... 11 XPttkk ms =+++++  и все трехчлены не имеют дей-
ствительных корней.
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Пример Дробь из примера, решенного выше, сокращается следующим образом:

.
41

1
)21)(21()1(

)1)(1(

)(

)(
2X

X
XXXX

XXX

XQ

XP

−
−=

+−+
+−=

пределение

§5 Алгебраические дроби

Отношение 
Q
P

 многочленов ,0,, ≠QQP  называется алгебраической дробью,

или рациональной дробью.

Задание
с решением

Найдем ОДЗ алгебраической дроби: .
)4)(1(

)1(

)(

)(
3

2

XXX

XX

XQ

XP

−+
−=

Решение:
Решим уравнение, соответствующее многочлену Q(X): .0)4)(1( 3 =−+ xxx

Получаем множество решений }.5,0;0;5,0;1{ −−=S  Значит, ОДЗ дроби является
множество .\ SR

С алгебраическими дробями выполняются ряд операций.

 Запомните! Областью допустимых значений (ОДЗ) алгебраической дроби от одной перемен-
ной является множество всех действительных чисел, при которых знаменатель
дроби отличен от нуля.

• Сокращение дробей

Для сокращения дробей необходимо разложить ее знаменатель и числитель на
произведение неприводимых множителей (над R), затем сократить полученную
дробь аналогично обыкновенным дробям.

 Запомните!

B1

5*.Найдите НОК многочленов ),(XP  ),(XQ  если:

a) ,)3)(1()2()1()( 343 +++−= XXXXXP  );5)(4()3()2()( 43 −+++= XXXXXQ

б) ,)3()1()1()( 34222 +−+= XXXXP  2 ;)1)(1()1()( 523 −++= XXXXQ

в) ,)3)(1()1()( 2324 −−−= XXXXP  .)1)(1()9()( 3232 −++−= XXXXXQ

8. Определите числа ,,, R∈cba  являющиеся корнями многочлена .23 cbXaXX −+−

9. Покажите, что 1 является двойным корнем многочлена .2,1123 ≥−+− −+ nnXnXX nnn

10*. Покажите, что )(XP  делится на ),(XQ  если:

a) ;)1()(,)1()( 21 −=++−= + XXQnXnXXP n          б) .)1()(,12)12()( 2122 +=++−= − XXQnXXnXP nn

11*. Покажите, что если ,3≥n  то многочлен XnXnX n )2()1( 2 −+−−  делится на ,)1( 2−X  но не делится на
.)1( 3−X

12. (  2024) Найдите действительные значения a и b, при которых 2=x  является двойным корнем много-
члена .2)( 34 baXXXXP ++−=

13. Имеется прямоугольная металлическая пластина длиной 10 дм и шириной 8 дм. Из каждого угла этой
пластины вырезан квадрат со стороной x дм. Из оставшейся пластины изготавливается открытый ящик
высотой x дм. Определите значение x, при котором объем ящика равен 24 дм3.

C1

6. Найдите кратность корня α  для многочлена ),(XP

если:

a) ;3,1834)( 23 =+−−= αXXXXP

б) .2,3240122)( 234 −=−−−+= αXXXXXP

7. Найдите действительные корни и разложите много-

член на неприводимые над R  множители:

a) ;3242 234 +−+− XXXX     б) ;7282 234 ++++ XXXX

в) ;5242 234 −++− XXXX      г) .134 −−+ XXX
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При умножении (делении) числителя и знаменателя алгебраической дроби на
один и тот же многочлен степени большей или равной 1 получаем новую алге-
браическую дробь, равную исходной.
Применяя основное свойство дроби, при сокращении алгебраической дроби
может измениться ее ОДЗ.

пределения • Алгебраическая дробь, которую можно сократить, называется сократимой,
а которую невозможно сократить – несократимой.

• Две алгебраические дроби )(

)(

1

1

XQ

XP
 и )(

)(

2

2

XQ

XP
 считаются равными (на ОДЗ обеих

алгебраических дробей), если в равенстве )(

)(

)(

)(

2

2

1

1

XQ

XP

XQ

XP =  произведение край-

них членов пропорции равно произведению ее средних членов:
).()()()( 1221 XQXPXQXP ⋅=⋅

 Запомните!

• Основное свойство дроби

• Операции умножения, деления и возведения в степень с целым показателем
алгебраических дробей выполняются по тем же правилам, что и умножение,
деление, возведение в степень с целым показателем обыкновенных дробей.

Эти операции выполняются над общим ОДЗ и, как правило, в полученной дроби
производятся все возможные упрощения, поэтому ОДЗ полученного выражения
может отличаться от исходного.

 Запомните!

Пример Найдем сумму .
3

11

3

3
2 −++

−
=

XXXX
S

Решение:

Общей ОДЗ является множество }.3;0{\R  На этой ОДЗ имеем:

.
3

2
)3(

2
)3(

33
)3()3(

3

3

3
2 −=−=−

+−+=−+−
−+

−
=

XXX
X

XX
XX

XX
X

XX
X

XX
S

• Сложение (вычитание) алгебраических дробей

Результатом сложения (вычитания) двух алгебраических дробей с одинаковыми
знаменателями является алгебраическая дробь, знаменатель которой равен зна-
менателю исходных дробей, а ее числитель равен алгебраической сумме (раз-
ности) числителей исходных дробей. Чтобы сложить (вычесть) на общей ОДЗ
две алгебраические дроби с различными знаменателями, надо привести дроби к
общему знаменателю, затем сложить результаты, соблюдая правило сложения
(вычитания) дробей с равными знаменателями.

Как правило, в дроби, полученной в результате сложения, выполняются сокра-
щения до тех пор, пока не получится несократимая дробь.

 Запомните!

Пример Выполним действия:   a) ;
33

22
:

33

22
3

2

2

3

+
++

+−
−

X

XX

XX

X
      б) .

1
3

2

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −
X

X

Решение:

a) Общей ОДЗ является множество }.3{\ −R

Имеем: =
++

+⋅
+−

−=
+

++
+−

−
22

)3(

33

)2(

33

22
:

33

22
2

33

2

33

3

2

2

3

XX

X

XX

X

X

XX

XX

X

).3)(2(
)22)(33(

)33)(3)(22)(2(
22

22

+−=
+++−

+−+++−= XX
XXXX

XXXXXX

ОДЗ частного является множество },3{\ −R  хотя ОДЗ полученного результата

есть .R
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Упражнения и задачи на повторение  
Реальный профиль

A1

1. Найдите произведение QP ⋅ : ;32736)( 232 +−−−= XXXXP  .20743687)( 3223 +−++−−= YYYYYYQ

2. Запишите в стандартном виде сумму, разность и произведение многочленов P(X) и Q(X):

a) ;4102)(;3)( 22 +−== XXXQXXP                          б) .263)(;1)( 32 ++−=−−= XXXQXXP

3. Запишите в стандартном виде:

a) ;)23( 3+X                б) ;)3( 3Y+−               в) );139)(13( 2 ++− YYY                г) ).139)(13( 2 +−+ XXX

4. Определите, какие из элементов множества {–2, –1, 0, 1, 3, 5} являются корнями многочлена:

a) ;25)( 3 XXXP −=                 б) ;22)( 23 −−−= XXXXP                 в) .34)( 23 XXXXP +−=

C1
7. Упростите на ОДЗ:

a) ;
226

)1(2

1
3

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−+
−⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−
−

XX

X

X
X б) ;

23

1
1

1
2

3
)23(

2

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+−

−
−

−
−

⋅+−
XXXX

X
XXX

в) ;)21(
14

124

18

18 2

2

21

2

3

X
X

XX

X

X −⋅
−

+−⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+

−

г) .
12

1

124

144
:

18

14
2

2

3

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
⋅

+−
+−

+
−

XXX

XX

X

X

8. Дано .
2

23
)(

2

−
++=

X
XX

XE a) Запишите это выражение в виде ,
2

)( −
++=

X
c

baXXE  . , , R∈cba

б) Найдите ,Z∈X  при котором .)( Z∈XE

B1

5. Выполните на ОДЗ действия:

a) ;
4

3

2

3
22 X

X

XX

X

−
−+

+
+

б) ;
4

)4(

4

)4(
2

2

2

2

XX

X

XX

X

−
−+

+
+

в) ;
3
3

9

3
2

2

−
++

−
−

X
X

X

X

г) ;
55

521 2

2 −+
−

−
X
X

XX
д) ;

8
2

8642

3

++−−
− XX

X

X

X
е) .

1

2
11

1
2

1

−
+−

+
+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−

−

X

X
X

X
X

6. Запишите в виде несократимой алгебраической дроби на ОДЗ:

a) ;
3

62 3

2 −⋅−
X
X

X

X
б) ;

3

22

222

3
3

2

X

X

X

X −⋅
−

в) ;
102

100 2

5

2

−
−⋅−

X
X

X

X

г) ;
2

)2(
:)4(

2
2

−
+−

X

X
X д) ;

36

753
:

183

)5(
2

22

−
−

+
−

Y

Y
Y

Y
е) .

2
1

:
4 2

2
2

−
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

X
X

X
X

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Найдите общее ОДЗ для пар алгебраических дробей:

a) 
4

5+X
 и ;

2
6−X

                         б) 
3

1
−X

 и ;
3+X

X
                         в) 

63
4

X
X

+
−

 и .
2

13
2 XX

X

+
−

2. Запишите каждую сумму двух алгебраических дробей (задание 1) в виде несократимой дроби.

3. Найдите ОДЗ несократимых дробей, полученных в задании 2.

4. Найдите значение дроби, полученной в результате сложения дробей из задания 1 в) для:
a) ;1−=X                                          б) ;25,0=X                                      в) .2=X

б) ОДЗ: }.0{\R  Согласно свойствам возведения в степень получим:

.
)1()1(

)(

1

11
3

6

3

32

3

2

3

2 −
=

−
=

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −
=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − −

X

X

X

X

X

XX

X

Для полученного результата имеем другое ОДЗ: }.1{\R
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5. Разложите на неприводимые множители многочлен:
a) ;44 22 YXYX ++ б) ;25,02 +− ZZ в) ;49429 2 ++ XX г) .169 2 +− XX

6. Используя изученные формулы, разложите на неприводимые над R множители многочлен:
a) ;)4(2516 22 +− YY б) ;81)92( 2 −−X в) ;164 3 +X г*) .1256 −Z

7. Разложите методом группировки на неприводимые над R множители многочлен:

a) ;552 YXXYX −+− б) ;242 23 −+− YYY

в) ;8823 YXYXX +−− г) .3323 +++ XXX

8. Найдите частное C(X) и остаток R(X) от деления многочлена P(X) на бином Q(X):

a) ;4)(,20)( 2 −=−+= XXQXXXP б) ;32)(,20296)( 23 −=+−+= XXQXXXXP

в) (  2023) .1)(,162)( 223 −=+−= XXQXXXP

9. Используя теорему Безу, найдите остаток от деления многочлена P(X) на бином ,)( α−= XXQ  если:

a) ;1,142)( 3 =++= αXXXP                                            б) .2,21653)( 24 −=−+−−= αXXXXP

10. Опрелите, делит ли многочлен Q(X) многочлен P(X):

a) ;4)(,64)( 4 +=−= XXQXXP                                   б) ).1)(3()(,152)( 3 +−=+−= XXXQXXXP

11. Дана алгебраическая дробь .
)4()1(

)1(
32

2

XXX

XX

−+
−

a) Найдите ОДЗ.               б) Сократите дробь.               в) Найдите значение дроби при .12 −=X

B1

12. Найдите значения действительного параметра a, при которых многочлен Q(X) делит многочлен P(X):

a) ;3)(,52)( 23 −=++−= XXQaXaXXXP           б) ).2)(2()(,2)1(3)( 23 +−=−−++= XXXQXaXXaXP

13. Выполните на ОДЗ действия: .
3

11

3

1
3

2

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

++
− XXXX

14*. Запишите в стандартном виде многочлен Q(X), корни которого равны обратным значениям корней
многочлена .153)( 2 −+= XXXP

15.  Работайте в группах!  Пусть P(X) многочлен с действительными коэффициентами, степень которого

не больше 2, такой, что 0)( =αP  при }.3  ,2  ,1{∈α  Докажите, что P(X) является нулевым многочленом.

C1

Итоговый тест

1. Дан многочлен .1)4(5)( 242 −−−−= XXXXXP
a) Запишите многочлен в стандартном виде.

б) Заполните:  =)(grad XP .

в) Найдите частное и остаток от деления многочлена P(X) на бином 1)( −= XXQ .

г) Найдите корни многочлена ).()( XQXP −
д) Найдите C(X) и R(X) такие, что .2)(grad),()()1()( 2 <+⋅−= XRXRXCXXP

2. Дано выражение .
5

3
8

4)( 22 +
−

+
=

XX
XE

a) Найдите ОДЗ.

б) Найдите действительные значения X, при которых .0)( ≠XE

в) Найдите ),(αE  если α  – положительный корень многочлена ).4()( 2 −= XXXP

3. Разложите на неприводимые множители многочлен .8)5( 33 XXY ++

4. Покажите, что 1 является двойным корнем многочлена .133 259 −+− XXX

Реальный профиль

   Время  выполнения работы:45 минут
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пределение

Числовые функции.
Основные свойства36ÌÎÄÓËÜ

распознавание и применение понятий функция, график функции в различных ситуациях;
определение основных свойств изученных функций и их графиков;
классификация изученных функций по различным признакам;
применение свойств функций в реальных и/или смоделированных ситуациях.

§1 Понятие функции. Повторение и дополнения

1.1. Понятие функции. Способы задания функции

В повседневной деятельности иногда возникает необходимость устанавливать
связи (ассоциации) между элементами некоторых множеств. Например, пусть A –
множество видов продуктов в отделе магазина, B – множество цен для этих продук-
тов. Если бы мы захотели определить продукт x (из A), зная цену y (из B), возникла
бы путаница, поскольку может быть несколько продуктов, которые имеют цену y.
Однако, если мы рассмотрим обратное соответствие, зная продукт x из A, чтобы
определить цену y из B, то каждому x будет соответствовать единая цена y из B.

В этом случае говорят, что определили функцию f от A к B.

Функцией называется упорядоченная тройка ,),,( fBA  где A, B – непустые
множества, а  f  – правило (закон), ставящее в соответствие каждому элементу

Ax ∈  единственный элемент .By ∈
В других терминах функция – это отображение множества A в множестве B:

BAf →:   (рис. 6.1 б)).

Если элементу x ставится в соответствие элемент y, то обозначают ),(xfy =  и
говорят, что y является образом x или значением функции f в точке x. Множество A
называется областью определения функции f и обозначается D( f ), а множество B
называется областью изменения функции f. Функция ),,( fBA  обозначается также

,: BAf →  и в этом случае говорят: „ f определена на множестве A со значениями в
множестве B“ или „ f от A к B“. Множество }))(()({1 yxfAxByB =∈∃∈=  называется
образом множества A, или множеством значений функции f, и обозначается f(A) или
E( f ), или Imf. Через )( 0xf  обозначаем значение функции  f  в точке .0x  То есть,

}.)({)( AxxffE ∈=

амечание В дальнейшем рассмотрим числовые функции, то есть функции, для которых
множества A и B являются подмножествами множества R.

пределение Функции 111: BAf →  и 222 : BAf →  называют равными, если:

1) ;21 AA =    2) ;21 BB =    3) )()( 21 xfxf =  для любого x из .1A

Цели

Алгебра – это не что иное, как письменная геометрия,
а геометрия – это не что иное, как образная алгебра.

Мари-Софи Жермен
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Примеры 1. Функции ,)(,:|,|)(,: 2и xxggxxff =→=→ ++ RRRR  равны, так как

)()(),()( gEfEgDfD ==  и для любого R∈x  имеем ).(||)( 2 xgxxxf ===
2. Функции |,|)(,:|,|)(,: и xxggxxff =→=→ + RRRR  не равны, посколь-

ку различны их области изменения.

3. Очевидно, что у равных функций равны и множества их значений. Множест-
вом значений функции ||)(,: xxff =→ +RR , является ,+R  поскольку для
любого +∈Ry  существует R∈x , а именно ,yx ±=  такой, что .)( yxf =
Впрочем, и у функции ||)(,: xxgg =→RR , то же множество значений.

4. Соотношение 12 −−= xy  не задает функцию: не существует R∈x , для кото-

рого можем найти y.

 Запомните! • Для функции BAf →: , правило  f  называется функциональной зависимостью.
В соотношении ,,),( где ByAxxfy ∈∈=  переменная x называется независимой
переменной, или аргументом функции, а переменная y  – зависимой переменной.

• Если из контекста ясно, чему равны множества A, B, то вместо BAf →:
записывают: „функция  f ”.

Если дана функция BAf →:  и ,, BKAM ⊆⊆  то образом множества M при
отображении  f  назовем подмножество })({)( MxxfMf ∈=  множества B, а прооб-
разом множества K назовем подмножество })({ KxfAxT ∈∈=  множества A.

Задание
с решением

Пусть даны функция ,3)(,: 2 +=→ xxff RR  и множества ].7,3[,]2,0[ == KM
Найдем:   a) образ множества M ;   б) прообраз множества K.
Решение:
a) Чтобы найти  f (M ) – образ множества M, учтем, что 20 ≤≤ x , и последова-

тельно получим: ,40 2 ≤≤ x ,733 2 ≤+≤ x .)( 73 ≤≤ xf  Значит, .]7,3[)( ⊆Mf  Верно
и обратное включение, ),(]7,3[ Mf⊆  так как уравнение ,32 =+ tx  ],7,3[∈t  имеет
решения на промежутке ].2,0[  Следовательно, .]7,3[)( =Mf

б) Из двойного неравенства 7)(3 ≤≤ xf  получим ,2|| ≤x  то есть прообразом
множества K является множество .]2,2[−=T

 Вспомним Функцию можно задать:
1) синтетическим способом – при помощи таблицы, диаграммы, графика, пере-

числением упорядоченных пар чисел;
2) аналитическим способом – при помощи выражения (формулы).

 Синтетический способ

–1
1

2
3

1

2

3

Рис. 6.1

fA Bб)

x –1 0 3,14 5
)(xf 7 1 0 0,3

a)
a) При помощи таблицы могут быть заданы функции, области

определения которых конечны и содержат небольшое коли-
чество элементов (рис. 6.1 a)).

б) Диаграммами могут быть заданы функции, области опреде-
ления и изменения которых представлены диаграммами
Эйлера–Венна (рис. 6.1 b)).

в) В виде графика.

 Аналитический способ
Чаще всего функция задается аналитически, то есть соответ-

ствие между значениями независимой и значениями зависимой
переменных задается формулой, соотношением, свойством.
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Примеры 1. Пусть функция .)(,: xxff =→ ++ RR  Значение корня однозначно определе-
но, поэтому однозначно будет определено и значение функции  f  для любого

.+∈Rx

2. Функция „целая часть“. Наибольшее целое число, не превосходящее число
а, ,R∈a  называется целой частью числа a и обозначается ].[a  Например:

,3]1,3[ =  ,3]1,2[ −=−  ,2]2[ =  .3][ =π
Функция ],[)(,: xxgg =→ ZR  называется функцией целая часть числа и обо-
значается ].[
Нетрудно проверить свойства функции ]:[
1° ;][ xx ≤        2° .,,][][ RZ ∈∈+=+ xmmxmx

3. Функция „дробная часть“. Число ,],[ R∈− aaa   называется дробной частью
числа a и обозначается {a}. Например: ;1,00101,1]01,1[01,1}01,1{ =−=−=

;9,0)3(1,2]1,2[1,2}1,2{ =−−−=−−−=−  .12]2[2}2{ −=−=
Функция },{)(),1,0[: xxhh =→R  называется функцией дробная часть числа
и обозначается { }.

4. Функция Дирихле: },1,0{: →Rf  
⎩
⎨
⎧=

.ьноиррационалчислоесли
о,рациональнчислоесли

,0
,1

)(
x
x

xf

 Запомните! Часто допускается задание функции только формулой ,)(xfy =  при определении
фактически только функциональной зависимости (которая не зависит от обо-
значения переменных), а ее область определения (D ( f )) и множество значений
необходимо найти. В этом случае множество )( fDD =  считается равным
области допустимых значений (ОДЗ) переменной x в выражении f (x ), а мно-
жество E ( f ) считается равным множеству f (D ).

Задание
с решением

Найдем множества D( f ), E ( f ) функции  f , заданной формулой .23)( +−= xxf

Решение:
Множество )( fD  совпадает с множеством решений неравенства .03 ≥−x  Зна-

чит .),3[)( ∞+=fD
Множество значений аналитически заданной функции  f  равно множеству

действительных значений параметра t, для которых уравнение txf =)(  имеет хотя
бы одно решение на множестве ).( fD  В данном случае это уравнение имеет вид

tx =+− 23  и на промежутке ),3[ ∞+  равносильно уравнениям ,23 −=− tx
2)2(3 −=− tx  для .02 ≥−t  Таким образом, для любого t из ),2[ ∞+  уравнение

tx =+− 23  имеет решение, принадлежащее множеству ).( fD

Следовательно, .),2[)()( ∞+== fEDf

Иоган Петер
Густав Лежён
Дирихле (1805–
1859) – немецкий

математик

1.2.  Операции над функциями

Участники nxxx ...,,, 21  музыкального конкурса оцениваются жюри и отдельно
зрителями.

                                                                                     ,

где }.15...;;1;0{, ∈zy

Окончательные баллы получаются путем сложения баллов, присуж-
денных жюри и зрителями (соответственно).

1x 2x ... nx

11 zy + 22 zy + ... nn zy +

  Исследуем

Участники 1x 2x ... nx 1x 2x ... nx

Баллы 1y 2y ... ny 1z 2z ... nz

           Жюри                    Зрители
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Особую роль для композиции функций играют так называемые тождествен-
ные функции: ,: MMM →ε  .,)( MxxxM ∈=ε

Рассмотрим функции .)(,:,)(,:,: xxBBxxAABAf BBAA =→=→→ εεεε  Най-
дем композиции BAfB →:oε  и .: BAf A →εo

Имеем: ,,)())(())(( Axxfxfxf BB ∈== εε o  и ,)())(())(( xfxfxf AA == εεo  .Ax ∈
Значит, у функций ff BA oo εε ,  и  f  одна и та же область определения A, одна и та
же область изменения B, а также эти функции принимают одинаковые значения
для всех значений .Ax ∈  Следовательно, эти три функции равны: .fff BA == oo εε

Задание
с решением

Найдем сумму и произведение функций

,: ++ → RRf  ,1)( += xxf  и .2)(,: +=→ ++ xxgg RR
Решение:
На основании определения, для функций RRRR →⋅→+ ++ :,: gfgf  получим:

.2)1())((,21)()())(( ++=⋅+++=+=+ xxxgfxxxgxfxgf

Если функции f и g заданы на различных множествах, и необходимо рассмотреть
их сумму или произведение, то используется их сужение на множество ).()( gDfD I

С целью более широкого применения функций необходимо рассмотреть и неко-
торые другие операции над ними.

пределение Пусть функции ,:: 1и EBgBAf →→  причем .1BB ⊆  Функция ,: EAh →
заданная равенством ,,))(()( Axxfgxh ∈=  называется композицией функций
g и  f  и обозначается .fg o

Следующую теорему приведем без доказательства.

еорема 1 Композиция функций DChCBgBAf →→→ ::,: и  ассоциативна:
.)()( fghfgh oooo =

Задание
с решением

Определим, существуют ли композиции ,, gffg oo  где

,1)(,),1[: −=→∞+ + xxff R  .3)(,),2[: 2 −=→∞+− xxgg R
Решение:
Так как включение ),1[ ∞+⊆R  ложно, то не существует композиции .gf o

Поскольку ),,2[ ∞+−⊆+R  то существует композиция R→∞+= ),1[:fgh o  и

.43)1()1())(())(()( 2 −=−−=−=== xxxgxfgxfgxh o

 Запомните! В общем случае, операция композиция функций некоммутативна, то есть
.fggf oo ≠

пределение Суммой, произведением, частным функций R→Af :  и R→Ag:  называется
функция, заданная соответственно следующим образом:

);()())((,:)( xgxfxgfAgf +=+→+ R

);()())((,:)( xgxfxgfAgf ⋅=⋅→⋅ R

,
)(

)(
)(,:

xg

xf
x

g

f
A

g

f =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛→ R  ,0)( ≠xg  для всех x из A.

 Запомните!

Первая таблица определяет функцию f, вторая – функцию g, третья – функцию h
от }...;;;{ 21 nxxxA =  к ].30;0[=B  Фактически, значения функции h получаются путем
сложения соответствующих значений f и g, поэтому h считается суммой функций f
и g и записывается .gfh +=
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Найдите область определения функции :: R→Df

a) ;
4

1
)( +

=
x

xf    б) ;
4

1
)(

2 +
=

x
xf    в) .

4

1
)(

2 −
=

x
xf

2. Найдите множество значений функции :: R→Df

a) ;2)( 2 −= xxf    б) ;)( 2xxxf −=    в) .
1

1
)( −

=
x

xf

5.  Работайте в парах!  Найдите область определения функции :: R→Df

a) ;
1
1

)( −
+=

x
x

xf              б) ;
2||

2
)( −

−=
x
x

xf              в) ;
}{

1
)(

x
xf =              г) .

][
1

)(
x

xf =

6. Найдите область определения и множество значений функции :: R→Df

a) ];[)( xxf =                     б) ;2
1)( −

= xxf                     в) .43
2)( +

−= x
xxf

7.  Работайте в группах!  Найдите сумму, произведение и композицию gf o  функций ::, RR →gf

a) ;1)(|,|)( −== xxgxxf              б) ;1)(,1)( 33 +=+= xxgxxf              в) .1)(,1)( 33 −=−= xxgxxf

B1

8. Найдите композиции 
4434421
oooooo

раз

......,,,
n

ffffffff  функции :: RR →f

a) ;)( 2xxf =                          б) .1)( −= xxf

9. Представьте в виде композиции двух функций (отличных от тождественных) функцию RR →Φ: :

a) ;)1()( 1710 +=Φ xx                          б) .1)( 3 2 −=Φ xx

10*. Даны функции ,,:,: gfCAgBAf ≠→→  .AM ⊆  Существует ли ,, ∅≠MM  такое, что Mxxgxf ∈∀= ),()( ?

Приведите примеры.

11. Дана функция .5)(,: 3 −=→ xxff RR  Вычислите произведение ).2024(...)0(...)2024( fffP ⋅⋅⋅⋅−=

C1

§2 Основные свойства числовых функций

Функции представляют собой важный инструмент
исследования процессов, экономических, социальных
явлений и т. д. Например, при изготовлении двига-
теля автомобиля необходимо, помимо прочего,
определить количество бензина, расходуемого за
одну минуту при определенном количестве оборотов
(за одну минуту). Итак, будет разработана/построена
функция, устанавливающая зависимость между
количеством оборотов и количеством израсходованного бензина (за одну минуту).
Однако для эффективного использования функций необходимо знать их свойства:
монотонность, нули, экстремумы и т. д.

  Исследуем

3.  Исследуйте! Выясните, равны ли функции:

a) ;2)(,:,2)(,: xxggxxff =→=→ RZRR

б) ;2
1)(,

2
)( 2 −=

−
= xxg

xx
xxf

в) .)2(
22)(,2

11)(,:, −
−=

−
+=→ xx

xxgxxxfDgf R

4. Даны множества }4,3,2,1,0{},3,2,1,0{ =±±±= BA  и функция ,: → BAf
.1||)( += xxf  Задайте функцию  f  диаграммой.
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б) График убывающей
функции

O x

y

x1 x2

f (x1) f (x2)

в) График строго
возрастающей функции

x

y

O
г) График строго
убывающей функции

x

y

O

Рис. 6.3

пределение

2.1. График функции

Графиком функции BAf →:  называется множество .)}(,|);{( xfyAxyxGf =∈=

Примеры 1. Пусть функция .12)(,: −=→ xxff RR  Поскольку ,3)2( =f  то точка )3,2(A
принадлежит графику функции, а точка B(3, 1) не принадлежит графику этой
функции, так как .15)3( ≠=f

2. По графику функции можно сделать выводы относительно ее вариа-
ции. Например, на рисунке 6.2 изображена зависимость количества
женщин (объем выборки равен 1375) определенного роста от дан-
ного роста x. Нетрудно заметить, что женщин с ростом 140 см
немного; при увеличении роста их количество возрастает до тех
пор, пока рост достигает 165 см, затем при дальнейшем увеличении
роста количество женщин (определенного роста) уменьшается.

2.2. Нули функции
Нуль функции – это число α , для которого .0)( =αf
Важно знать точки, в которых график функции  f  пересекает ось Ox; в таких

точках функция может поменять свой знак.
Например, функция ,12)(,: −=→ xxff RR  имеет единственный нуль: .

2
1=x

2.3. Монотонность функции

пределения • Функция BAf →:  называется возрастающей (убывающей) на множестве I,
,AI ⊆  если для любых ,21 xx <  ,, 21 Ixx ∈  имеем )()( 21 xfxf ≤  )).()(( 21 xfxf ≥

• Функция BAf →:  называется строго возрастающей (строго убывающей) на
множестве I, ,AI ⊆  если для любых ,21 xx <  ,, 21 Ixx ∈  имеем )()( 21 xfxf <

)).()(( 21 xfxf >

x

y

200

150

100

50

140 165 190
Рис. 6.2

 Вспомним

 Вспомним

Возрастающая или убывающая (строго воз-
растающая или строго убывающая) на некото-
ром множестве функция называется монотонной
(строго монотонной) на этом множестве.

Возрастание (убывание) функции на некото-
ром множестве означает, что большему значению
аргумента, принадлежащему этому множеству,
соответствует большее или равное (меньшее или
равное) значение функции (рис. 6.3).

Геометрически строгое возрастание (убыва-
ние) функции на некотором промежутке ил-
люстрируется следующим образом: при дви-
жении по графику функции в положительном
направлении оси Ox одновременно осущест-
вляется и движение в положительном (отри-
цательном) направлении оси Oy, т. е. вверх, см.
рисунок 6.3 в) (вниз, см. рисунок 6.3 г)).

a) График возрастающей
функции

x

y

O x1 x3

f (x1)
f (x3)

f (x2)

x2
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еорема 2 Функция ),0(0,)(,: 2 <>++=→ aacbxaxxff RR  строго возрастает (убы-

вает) на промежутке ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+− ,

2a
b  и строго убывает (возрастает) на промежутке

.
2

, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−

a
b

2.4. Четность или нечетность функции

Функция R→Df :  называется четной (нечетной), если:
1) для Dx ∈  имеем Dx ∈−  и
2) )()( xfxf =−  ))()(( xfxf −=− , для любого .Dx ∈

Примеры 1. Функция ,,)(,: *** RRR ∈=→ a
x
a

xff  нечетная, поскольку:

1) для ∗∈Rx  имеем ∗∈− Rx  и

2) )()( xf
x
a

x
a

xf −=−=−=−  для любого .*R∈x

2. Функция ,3)(,: 2 +=→ + xxff RR  четная, так как

)(33)()( 22 xfxxxf =+=+−=−  для любого .R∈x

3. Функция ,,,)(,: *2 RRR ∈++=→ bacbxaxxff  не является ни четной, ни

нечетной, так как cbxaxxf +−=− 2)(  и найдется такое значение x0, что

)()( 00 xfxf ±≠−  (например, 
a

b
x

20 −= ).

4. Функция, заданная формулой 2+= xy , не является ни четной, ни нечетной,

так как 9=x  принадлежит, а 9−=− x  не принадлежит ее области определения
(область определения функции не симметрична относительно начала коор-
динат).

Важно знать геометрическую интерпретацию четной и нечетной функций.

пределение

еорема 3 График четной функции симметричен относительно оси ординат, а график
нечетной функции симметричен относительно начала координат.

Доказательство:
Точки ),(),,( yxMyxM −′  (симметричные относительно оси Oy) одновременно при-

надлежат или не принадлежат графику четной функции  f , так как )()( xfxfy −==
(рис. 5.4 a)), а точки ),,( yxM  ),( yxM −−′′  (симметричные относительно начала
координат) одновременно принадлежат или не принадлежат графику нечетной функ-
ции  f , так как )()( xfxfy −=−=  (рис. 6.4 б)).   

f (–x) = f (x)

y

a) График четной функции

3

xO x–x

);( yxM);( yxM −′

3)( 2 += xxf

б) График нечетной функции

f (–x) = –f (x)

x

y

O

f(x)

x
–x

0,)( >= a
x
a

xf

);( yxM

);( yxM −−′′

Рис. 6.4
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пределение Функция R→Df :  называется периодической, если существует такое действи-
тельное число ,0, ≠TT  называемое периодом функции, что:
1) для Dx ∈  имеем ;)( DTx ∈±        2) )()( xfTxf =±  для любого .Dx ∈

 Задание Докажите, что если T – период функции f , то числа ,, *Z∈kkT  также являются
периодами этой функции.

Пример Рассмотрим функцию },{)(,)1,0[: xxff =→R  где {x} – дробная часть действи-
тельного числа x. Любое целое ненулевое число T является периодом этой функ-
ции, так как .},{}{ R∈=+ xxTx

Действительно, на основании свойств функции ][  получаем:

).(}{][)]([][}{)( xfxxxTxTxTxTxTxTxf ==−=+−+=+−+=+=+
График этой функции изображен на рисунке 6.5.

Задание
с решением

Исследуем на четность функцию:

a) ,: R→Df  ;1)( 2 ++= xxxf    б) ,);4[: R→∞+−f  .)( 2xxf =
Решение:
a) .)( R=fD  Так как ),1()1(),1()1( ffff −≠−≠−  то условие 2) из определения

не выполнено. Значит, функция  f  не является ни четной, ни нечетной.

б) .);4[)( ∞+−=fD  Констатируем, что условие 1) из определения не соблюдается.
Например, для ).(5),(5 fDxfDx ∉−=−∈=  Значит, функция f  не является ни
четной, ни нечетной.

 Запомните! 1. Достаточно изучить поведение четных и нечетных функций только на той части
области определения, которая находится на положительной полуоси Ox.

2. Любая функция R→Df : , для которой область определения ))(( DfD =
симметрична относительно начала координат, может быть представлена в
виде ,21 hhf +=  где 

1h  – четная функция, а 
2h  – нечетная.

Действительно, этими функциями являются:

,))()((
2
1

)(,)(:, 121 xfxfxhfDhh −+=→R  .))()((
2
1

)(2 xfxfxh −−=

 Задание Докажите, что 
1h  – четная функция, а 2h  – нечетная.

2.5. Периодичность функции

Функция, график которой изображен на рисунке 6.5
характеризуется повторением значений при условии,
что значение аргумента изменяется на 1:

.,)(...)2()1()( Z∈+==+=+= nnxfxfxfxf

О поведении этой функции
на множестве R  можно судить
по ее поведению на промежут-
ке длины 1, например, на про-
межутке .)1,0[

y

–3 –2 –1 321O x

1

Рис. 6.5
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Важной задачей для периодических функций является нахождение ее наименьше-
го положительного периода ,0T  называемого основным периодом функции, посколь-
ку при известных значениях такой функции на промежутке вида ),[ 0Taa +  длины

0T  можно найти ее значения в любой точке множества .)( fD
В самом деле, для любого )( fDx ∈  существует ,Z∈k  при котором

),[ 00 TaaTkx +∈⋅+  и .)()( 0Tkxfxf ⋅+=
Примеры 1. Основным периодом функции },{)(,)1,0[: xxff =→R  является .10 =T

Действительно, любое число T, ,10 <<T  не является периодом этой функ-
ции, так как существует x, 10 << x , при котором ,10 <+< Tx  .Txx +<
Следовательно, .)()( Txfxf +<

2. Функция ,,)( R∈= aaxf  не имеет основного периода: любое T > 0
является ее периодом.

 Запомните! 1. Достаточно изучить поведение периодической функции только на интервале
D(x), имеющего длину периода.

2. Если функция  f  монотонна на бесконечном (неограниченном) промежутке,
то она не является периодической.

2.6. Экстремумы функции

Задача Фермер получил право на ограждение
участка земли прямоугольной формы,
граничащего с одной стороны с прямоли-
нейным ирригационным каналом. Он
должен оградить участок с трех сторон,
причем длина всей изгороди должна быть
равна p. Естественно, что фермер хочет
оградить участок наибольшей площади.
Как найти решение этой задачи?

Решение:

Для решения задачи выразим площадьA  участка
через x – длину стороны, параллельной каналу, то есть:

,2
xpx −⋅=A  где 

2

xp −
 – длина стороны, перпен-

дикулярной каналу. Получили функцию II степени

),,0(,22
1)( 2 pxxpxx ∈+−=A  графиком которой явля-

ется парабола (рис. 6.6). Наибольшее значение функ-

ции )(xA  достигается в точке с абсциссой .
20

p
x =  В

этом случае говорят, что в точке ,
20

p
x =  ),,0(0 px ∈ Рис. 6.6

8

2p

2

p

p

xO

A

функция )(xA  достигает локального максимума. Тогда длина стороны, параллельной

каналу, равна ,
2

p
 длина стороны, перпендикулярной каналу, равна 

4

p
, а наиболь-

шая площадь участка земли равна .
8

2p

Аналитическим способом также получаем, что максимальное значение пло-

щади участка достигается при ,
20

p
x =  так как для любого x, ,px <<0  имеем

.8822
1)(

222 pppxx ≤+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−=A
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Значит, можно задать функцию ABg →: :
    .,,)()( AxByyxfxyg ∈∈=⇔=           (1)

Таким образом, если функция  f „прокладывает
пути“ от множества A к множеству B, то функция g
„прокладывает пути“ от B к A, обратные проло-
женным функцией f. Если A и B – конечные множе-
ства, то соотношение (1) может быть изображено
диаграммами (рис. 6.8).

x1

x2

x3

y1

y2

y3

f

gA B

Рис. 6.8

пределение Функция ABg →:  называется обратной функцией к функции ,: BAf →
если ,)()( yxfxyg =⇔= ., AxBy ∈∈

Некоторые функции BAf →:  обладают важным свойством: каждому элементу
Ax∈  однозначно соответствует элемент Bxf ∈)( , и наоборот, – каждому элементу
By ∈  соответствует единственный элемент Ax ∈  такой, что .)( yxf =  Такой функцией,

например, является функция .3f

пределение −ε окрестностью точки a называется любой промежуток вида
),,()( εεε +−= aaaV  .0>ε

Будем считать промежуток ),( ∞+−∞  окрестностью любой точки .R∈a

пределение Точка Aa ∈  называется точкой локального максимума (локального минимума)
функции ,: BAf →  если существует окрестность ,)(aVε  что  )()( afxf ≤
( )()( afxf ≥ ), для всех .)( AaVx Iε∈

Точки локального максимума (минимума) функции  f
называются ее точками локальных экстремумов.

Если a – точка локального максимума (минимума) функ-
ции  f, то соответствующее значение  f (а) называется локаль-
ным максимумом (минимумом) этой функции. Локальные
максимумы и минимумы функции называются ее локаль-
ными экстремумами. На рисунке 6.7 точками локального
максимума функции  f  являются 1a  и 3a , а ее точкой ло-
кального минимума является 2a .

Рис. 6.7

x

y

O

)( 2af

)( 3af

3a
2a

)( 1af

1a

 Запомните! Строго монотонная на некотором промежутке функция не имеет экстремумов
на этом промежутке.

2.7. Обратная функция. Обратимые функции
Рассмотрим функции:

|;|)(,: 11 xxff =→ RR  .||)(,:|;|)(,: 3322 xxxffxxff ==→=→ +++ RRRR
На первый взгляд функции 

321 ,, fff  мало отличаются, но они имеют существен-
ные различительные свойства.

Для функции :1f
a) существуют 21 xx ≠ , такие, что );()( 2111 xfxf =
б) существуют элементы из области изменения функции, не имеющие прообразов

в ).( 1fD
Для функции :2f  любой элемент из области изменения функции имеет прообраз

в ).( 2fD

Для функции :3f  любой элемент из области изменения функции имеет прообраз
в ),( 3fD  и притом только один.
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Задание
с решением

Найдем обратную к функции ,),1[: +→∞+ Rf  .1)( −= xxf

Решение:
Для нахождения обратной функции ),1[:1 ∞+→+

− Rf  из равенства 1−= xy
выражаем переменную x через y и получаем .12 += yx  Переменная x  выражена
однозначно через y. Поменяв x на y и y на x, получаем ,12 += xy  то есть .1)( 21 +=− xxf
Значит, ),,1[:1 ∞+→+

−f R  ,1)( 21 +=− xxf  – это обратная к функции  f .

Рассмотрев композицию функций ABgBAf →→ :,:  и учитывая равносиль-
ность (1), получим:

⎩
⎨
⎧

∈===
∈===

.,)())(()()(
;,)())(()()(

Axxygxfgxfg
Byyxfygfygf

o
o

                           
(2)

Пользуясь тождественными функциями BA εε ,  множеств A и B соответственно,
соотношения (2) принимают вид: ., AB fggf εε == oo

В следствие этого, функция g (обозначенная 1−f ) является обратной к функции
f  и соответственно функция  f (обозначенная 1−g ) является обратной к функции g.

Если функция BAf →:  задана формулой, то ее обратимость, а также обратная к
ней функция могут быть определены, учитывая равносильность (1), следующим образом:
1) из соотношения ,,),( ByAxxfy ∈∈=  переменная x выражается через y, и полу-

чаем x = g(y);
2) если это соотношение обеспечивает однозначное выражение переменной x через

y, то функция  f  обратима;
3) поменяв x на y и y на x в формуле x = g(y) (для сохранения принятых обозначений),

получим формулу )(xgy = , задающую обратную функцию ABg →:  к функции  f.

пределение Функция, обладающая обратной, называется обратимой функцией.

Обратная функция к функции  f  обозначается 1−f . Очевидно, что  f  является
обратной функцией к 1−f , то есть .)()(1 yxfxyf =⇔=−  Функции  f  и 1−f  называ-

ются взаимно обратными функциями. (Не путать 1−f  с 
f
1 !)

Основные свойства взаимно обратных функций BAf →:  и ABf →− :1

1° Обратная функция (если она существует) единственна.
2° .)()(,)()( 11 BfEfDAfEfD ==== −−

3° Графики функций  f  и 1−f  симметричны относительно прямой, заданной
уравнением .xy =

4° Обе функции  f  и  f 
–1 либо строго возрастающие, либо строго убывающие.

 Запомните!

Например, функция, которая ставит в соответствие множество людей и их
фамилии, не обратима (Обоснуйте!), а функция, которая ставит в соответствие мно-
жество людей и их ИДНП/IDNP, – обратима (Обоснуйте!).

Пример На рисунке 6.9 изображены графики взаимно
обратных функций

,1)(,),1[: −=→∞+ + xxff R  и

.1)(),,1[: 211 +=∞+→ −
+

− xxff R
Эти графики симметричны относительно прямой,
заданной уравнением .xy =

y =
 x

2 + 
1

y =
 x

y

xO 1

1

Рис. 6.9

2

2

1−= xy
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

B1

A Bf

1
2

3

–1

–3
3

1

6. Даны функции ;2)(,: 2xxff =→ RR  ;)(,]10;5[: 3xxgg =→− R  ;1)(,: 3 +=→ xxhh RR
;)(,];0(: 24

11 xxxff −=→∞+ R  .3)(,]8;3(: 5

22 xxff −=→− N
Определите, какие из них четные, какие – нечетные, и какие – ни четные, ни нечетные.

7. 1) Найдите промежутки монотонности функции :: R→Df

a) ;
1

1
)(

2 +
=

x
xf                          б) };{)( xxf =                          в) .|54|)( 2 −−= xxxf

2) Покажите, что функции в а) и б) ограничены.

8. Дана функция .12)(,: +=→ xxff RR  Докажите, что .,78))(( R∈∀+= xxxfff oo

1. Исследуйте на четность и найдите промежутки монотонности функции :: R→Df

a) ;32)( −= xxf                     б) ;
5

)(
x

xf −=                     в) .||)( xxf =

2. 1) Найдите точки локальных экстремумов и локальные экстремумы функции:
a) ;)(,: 2 xxxff +=→ RR                                                б) .||)(,: xxff −=→ RR
2) Докажите, что функция ||)( xxf −=  ограничена сверху.

3. Найдите нули функций из заданий 1 и 2.

4.  Работайте в парах!  Найдите область определения функции:

a) ;21)( ++= xxxf               б) ;2
1

1)( x
x

xf −+
−

=               в) .22)( xxxf −+−=

5.  Исследуйте!  Дана функция:

2.8. Ограниченные функции

пределения • Функция BAf →:  называется ограниченной снизу (ограниченной сверху), если
существует такое действительное число m (M), называемое минорантом (мажо-
рантом), что для любого Ax ∈  выполнимо неравенство )(xfm ≤  ( Mxf ≤)( ).

• Функция, ограниченная снизу и сверху, называется ограниченной функцией.

Задание
с решением

Докажем, что функция ,: RR →f ,0,)( 2 >++= acbxaxxf  ограничена снизу, но
не ограничена сверху.
Решение:

.
4

4
2

)(
22

a
acb

a
b

xaxf
−−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=  Тогда ,

4
4

)(
2

a
acb

xf
−−≥  так как 0

2

2

≥⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
a

b
xa  для

всех .R∈x  Значит, функция  f  ограничена снизу числом .
4

42

a
acb

m
−−=

Для доказательства утверждения, что функция  f  не ограничена сверху, рассмот-

рим уравнение txf =)(  с параметром :mt ≥  .
2

)(
2

mt
a

b
xatxf −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +⇔=

Последнее уравнение имеет решения, так как правая часть принимает неотрицатель-
ные значения (для сколь угодно больших значений t). Таким образом, функция f
может принимать сколь угодно большие значения, то есть она не ограничена сверху.

Выявите правило, ставящее в соответ-
ствие каждому элементу множества A
единственный элемент из множества B,
и задайте функцию  f  аналитически.
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C1
13. Докажите, что если RR →:f  – периодическая функция, а RR →:g  – произвольная функция, то композиция

RR →:fg o  является периодической функцией. Верно ли это и для функции gf o ? Приведите примеры.

14*. Представьте в виде суммы двух функций, одна из которых – четная, а другая – нечетная, функцию :)(: R→fDf

a) ;32)( 2 +−= xxxf б) .2)( −= xxf
15. Докажите, что функция  f обратима, и найдите обратную к ней функцию:

a) ;12)(,: +=→ xxff RR б) .2)(,}1{\}2{\: −
=→ x

xxff RR

16. Пусть y – время, а x – скорость, с которой автомобиль движется по шоссе длиной 300 км. Является ли
переменная y функцией переменной x? Определите и аргументируйте ее монотонность.

17. Дана функция ,3)(,: −=→ xxff RR  и обратная к ней функция RR →:g . Найдите ).1()2( −+ gg

18. Функции R→Dgf :,  являются возрастающими на множестве D. Какие из следующих функций

fffgfgf ,,,, −+−+  fgff o,, 23  определенных на множестве D со значениями в множестве R,

монотонны на множестве D. Приведите примеры.

Упражнения и задачи на повторение  
Реальный профиль

A1

1. Найдите D( f ), E( f ) для функции  f , заданной аналитически:

a) ;35,0)( −= xxf б) ;31)( += xxf в) .3)( 2 xxxf −=

2.  Исследуйте!  Для функций  f из задания 1, применив при необходимости графики, найдите промежутки

(максимально возможные) их возрастания, убывания.

3.  Работайте в парах!  Пусть y – объем

потребленной предприятием электроэнер-
гии с начала года, x  – прошедшее с нача-
ла года время.
На каком из рисунков может быть изобра-
жена зависимость y от x?

O x

y

O x

y

O x

ya)                                      б)                                       в)

9. Функция R→Df :  положительна и возрастает на множестве D ).,0)(( Dxxf ∈>  Докажите, что функция:

a) 2f  возрастает на множестве D;         б) f  возрастает на множестве D;         в) 
f
1  убывает на множестве D.

10. Найдите локальные экстремумы функции:   a) ;
1

1
)(,]1,0(:

2 +
=→

x
xff R             б) .||)(,: 2 xxxff −=→ +RR

11.  Исследуйте!  Выясните, какие из следующих функций },{)(],[)(,4,1,: 21 xxfxxfifi ===→ RR

},5{)(,2
1)(, 43 xxfxxf =

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=  периодические. Найдите основные периоды периодических функций.

12. Исследуйте на четность или нечетность функцию :))((: fDDEDf =→

a) ;2)( 3 xxxf +=                          б) ;
1
1

1
1

)( +
−+

−
+=

x
x

x
x

xf                          в) .1)( 2 ++= xxxf

4. Найдите промежутки знакопостоянства функции :: R→Df
a) ;3

23)( x
xxf

+
−−= б) ;4

22)( x
xxf

−
+−= в) .4

26)( x
xxf

+
−−=

5. Найдите локальные экстремумы функции :: RR →f
a) ;2)( 2 xxxf +−= б) ;3)( 2xxxf += в) .6)( 2 xxxf +=

B1
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14.  Работайте в группах! Проект STREAM. Применение функций в произведениях искусства и архитектуры

C1
11. Представьте в виде композиции двух функций (отличных от тождественных) функцию RR →Φ: :

a) ;)2()( 2
3

7 +=Φ xx                            б) .
13

1)( 24 ++
=Φ

xx
x

12. Пусть A – множество треугольников, вписанных в круг радиуса 5, одна из сторон которого является
диаметром окружности. Функция ]25,0(: →Af  ставит в соответствие каждому треугольнику его площадь.
Определите, обратима ли функция f .

13. Докажите, что график функции ,: RR →f  54)( 2 ++= xxxf  расположен выше прямой .1=y

6.  Работайте в группах!  Даны функции ,: RR →f ,2)( xxf +=  ,: RR →g .3)( xxg −=  Найдите сумму,
разность, произведение и композиции fggf oo ,  этих функций.

7. 1) Исследуйте на четность или нечетность функцию :: R→Df
a) ;1)( xxf =                     б) ;)( 2 xxxf +=                     в) xxxf 2)( 5 += .

2) Докажите, что xxxf += 2)(  ограничена сверху, но не ограничена снизу.

8. Два автомобиля одновременно выезжают из города и продолжают движение в одном направлении.
Расстояния, на которых они находятся от здания мэрии, рассчитываются по формулам 31601 += xS  и

1902 += xS  соответственно, x – время, в течение которого они находятся в движении. Через сколько часов с
начала движения автомобили будут находиться на одинаковом расстоянии от пункта отправления?

9. Сумма, которую необходимо вернуть по кредиту в зависимости от количества x дней после оформления
кредита, рассчитывается по формуле .251575 xS −=  Через сколько дней будет выплачен кредит?

10. Предприниматель предоставил кредит в размере 1600 у.е., при этом клиент обязуется погашать 25 у.е.
ежемесячно. Задайте функцию f, которая описывает сумму, оставшуюся к оплате через x месяцев с момента
заключения договора, и функцию g, которая описывает сумму, возмещаемую клиентом по истечении этих
x месяцев. Какая из этих двух функций является возрастающей/убывающей?

Итоговый тест
Реальный профиль

1. Укажите верный ответ.
Областью определения функции  ,1

2
1

)(,: −+
−

=→ x
x

xfDf R  является множество

A  ).2,1()1,0( U           B  ].1,0[           C  ).,2()2,1[ ∞+U           D  ]2,1[ .

2. Функция |,1|)(,: −=→ xxff RR  строго монотонна на некоторых из промежутков ),,0[),,1[ ∞+∞+  ),,( ∞+−∞
].1,(−∞  Найдите максимально возможный промежуток монотонности.

3. a) Какие из точек 
2
1

,2,1,1,0 −−  являются точками локального экстремума для функции .|2|)(,: 2 xxxff +=→RR

б) Найдите соответствующие им локальные экстремумы.

4. Найдите нули функции ,: R→Df  .42
4)( xx

xxf −+
−
−=

5. Эскизом графика функции ,: R→Df  4
12)( +−= xxf ,  является:

6. a) Представьте функцию ,42)(,: +=→ xxhh RR  как композицию двух функций:

.)(,5)(,4)(,2)(,4,1,: 4321 xxfxxfxxfxxfifi =+=+===→ RR
б) Какая из этих функций нечетная?
в) Какая из этих функций ограничена сверху/снизу?

a)                                                 б)                                             в)                                                       г)

O x

y

4
1

8
1

O x
y

–2

4
1

O x

y

5

3
2

O x

y

3
2

15
2−

   Время  выполнения работы:45 минут
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  Исследуем Используя график функции I степени (рис. 7.1), сформулируйте свойства функции
I степени.

a)                                                                б)

α
O

b

x

y

b
ax

y
+

=

0>a

α

O

b

x

y

b
ax

y
+

=
0<a

Рис. 7.1

• Функция ,)(,: axxff =→ RR  где ,∗∈Ra  называется прямой пропорциональ-
ностью.

• Число a называется коэффициентом пропорциональности, или угловым коэф-
фициентом графика функции f.

пределения

Элементарные функции.
Уравнения. Неравенства.
Системы. Совокупности

37ÌÎÄÓËÜ

распознавание изученных функций, уравнений, неравенств, систем, совокупностей в различных контекстах;
применение изученных функций и их свойств в решении задач из разных областей;
классификация уравнений, неравенств, систем, совокупностей по различным критериям;
решение уравнений, неравенств, систем, совокупностей адекватными методами;
моделирование повседневных ситуаций и/или ситуаций из разных областей с помощью изученных функ-
ций, уравнений, неравенств, систем, совокупностей.

§1 Функция  I  степени. Уравнения I  степени.
Неравенства I  степени

1.1. Функция I степени

• Функцией I степени называется функция вида ,)(,: +=→ baxxff RR
.0,, ≠∈ aba R

• Число a называется угловым коэффициентом графика функции f.

 Вспомним

пределения

 Вспомним

Цели

Математика представляет собой собрание выводов,
которые могут быть применены к чему угодно.

Бертран Рассел
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 Запомните! Прямая пропорциональность является частным случаем функции I степени: .0=b

Рис. 7.2

0>a 0<a

функция  f  строго возрастает функция  f  строго убывает

∗∈=→ RRR aaxxff ,)(,:

α
O x

y

ax
y =

α

O x

y

ax
y =

a)                                                                б)

пределение • Уравнением с одним неизвестным х называется равенство вида ),()( xBxA =
где A(x), B(x) – выражения с переменной .

• Решением уравнения с одним неизвестным называется значение неизвестного,
при подстановке которого в уравнение получается верное числовое равенство.

• Множество значений неизвестного (неизвестных), при которых определены
все выражения уравнения, называется областью допустимых значений (ОДЗ)
этого уравнения.

Понятие уравнения Вспомним

Как правило, числовое множество, которому должны принадлежать решения
уравнения, уточняется исходными условиями (в большинстве случаев этим множе-
ством является ОДЗ).

Решить уравнение – значит найти все его решения (на указанном множестве).
Обозначим через S множество решений уравнения.

Решениями уравнения могут быть только те значения неизвестного (неизвестных),
которые принадлежат ОДЗ этого уравнения.

Это обозначается: ).()()()( 2211 xBxAxBxA =⇒=

Уравнение не имеет решений, если его ОДЗ – пустое множество.

Два уравнения называются равносильными, если множества их решений рав-
ны. Равносильность уравнений )()()()( 2211 и xBxAxBxA ==  обозначается
символом „⇔“, то есть: ).()()()( 2211 xBxAxBxA =⇔=

пределение

Как правило, равносильность уравнений рассматривается на ОДЗ исходного
уравнения. В частности, уравнения, не имеющие решений, являются равно-
сильными.

Пусть даны уравнения )()( 11 xBxA =  и ).()( 22 xBxA =
Второе уравнение )()( 22 xBxA =  называется следствием первого уравнения

),()( 11 xBxA =  если каждое решение первого уравнения является решением и
второго уравнения.

пределение

амечание

 Запомните!

1.2. Уравнения I степени. Системы. Совокупности
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Несовместные системы являются равносильными.

Приведем основные виды преобразований, сохраняющих равносильность систем.
Будем их называть равносильными преобразоаниями. Пусть M – множество (в част-
ности ОДЗ), на котором система определена.

Если изменить порядок уравнений в системе, то получим систему, равносиль-
ную исходной на множестве M.

Если заменить одно уравнение системы равносильным уравнением, то полу-
чим систему, равносильную исходной на множестве M.

Если одно уравнение системы преобразовать так, чтобы одно неизвестное явно
выражалось через другие неизвестные, а полученное выражение подставить в
остальные уравнения системы, то это уравнение вместе с новыми полученны-
ми уравнениями составят систему, равносильную исходной на множестве M.

Если заменить одно уравнение системы уравнением, полученным в результате
алгебраического сложения (почленного сложения или вычитания частей
уравнений) этого уравнения с любым другим уравнением системы, то полу-
чим систему, равносильную исходной на множестве M.

 Запомните!

Пусть даны уравнения с двумя неизвестными .0),(,0),( 21 == yxEyxE  Ставится
задача об отыскании их общих решений, то есть всех таких упорядоченных пар (a, b),
которые удовлетворяют каждому из заданных уравнений.

В таких случаях говорят, что задана система из двух уравнений с двумя неизвест-

ными, которую обозначают следующим образом:
⎩
⎨
⎧

=
=

.0),(
,0),(

2

1

yxE
yxE

Аналогично трактуются системы из трех, четырех и т. д. уравнений с тремя,
четырьмя и т. д. неизвестными. В дальнейшем будем изучать и решать различные
типы систем уравнений.

Решением системы из двух (трех) уравнений с двумя (тремя) неизвестными
называется упорядоченная пара (a, b) (тройка (a, b, c)) значений неизвестных,
которая удовлетворяет каждому из заданных уравнений, другими словами,
которая обращает каждое уравнение системы в верное числовое равенство.

пределение

Две системы уравнений называются равносильными, если их множества
решений совпадают (равны).

пределение

Решить систему уравнений – значит найти все ее решения.
Множество решений системы уравнений (обозначается S) есть пересечение мно-

жеств решений уравнений этой системы.
Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение.

Совместная система называется определенной, если она имеет конечное число решений,
и неопределенной, если она имеет бесконечное множество решений.

Система уравнений называется несовместной, если она не имеет решений.
Решение системы уравнений начинается, как правило, с определения области

допустимых значений (ОДЗ) системы.
Область допустимых значений (ОДЗ) системы уравнений есть пересечение облас-

тей допустимых значений уравнений системы.

Понятие системы уравнений
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Решите на множестве R  уравнение:    .0)2)(1(2 =+− xxx                                                  (1)
Решение:
ОДЗ: R.∈x  Произведение двух или нескольких множителей равно нулю, если

хотя бы один из них равен нулю. Следовательно, получим 02 =x  или ,01=−x  или
.02 =+x  Итак, ставится задача найти все значения неизвестного, которые являются

решением хотя бы одного из этих уравнений. В этом случае говорят, что нужно
решить совокупность трех уравнений с одним неизвестным. Эта совокупность
уравнений обозначается:

⎢
⎢

⎣

⎡

=+
=−

=

.02
,01

,02

x
x
x

                                                   (2)

Понятие совокупности уравнений (систем)

Задание
с решением

Пусть даны уравнения 0)(1 =xE  и .0)(2 =xE  Если ставится задача об отыскании
всех значений неизвестного x, удовлетворяющих хотя бы одному из этих уравнений, то

говорят, что задана совокупность двух уравнений, которая обозначается: ⎢⎣
⎡

=
=

0)(
0)(

2

1

xE
xE

или записывается знак „ ; “ между уравнениями: 0)(0)( 21 == xExE ;  (или записывается

„или” между уравнениями: 0)(1 =xE  или ).0)(2 =xE

Аналогично обозначаются и совокупности из трех, четырех и более уравнений,
а также совокупности из систем уравнений.

 Запомните! Множество решений совокупности уравнений (систем) (обозначается S) есть
объединение множеств решений уравнений (систем) этой совокупности.

Решим совокупность (2) на ОДЗ исходного уравнения: 
⎢
⎢

⎣

⎡

∈−=
∈=
∈=

⇔
⎢
⎢

⎣

⎡

=+
=−

=

.2
,1
,0

02
,01

,0

ОДЗ
ОДЗ
ОДЗ2

x
x
x

x
x
x

Тогда }1,0,2{−=S  – множество решений уравнения (1).

Напомним основные методы решения систем уравнений:
a) метод подстановки (см. равносильное преобразование III);
б) метод сложения (см. равносильное преобразование IV);
в) метод введения вспомогательного неизвестного (вспомогательных неизвестных)

(или метод замены неизвестного);
г) графический метод.

Уравнение 0)(...)()( 21 =⋅⋅⋅ xExExE n  на ОДЗ равно-

сильно совокупности уравнений 
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
=

.0)(

,0)(

,0)(

2

1

K

xE

xE

xE

n

Уравнение 2

2

2

1 ))(())(( xExE =  на
ОДЗ равносильно совокупности

уравнений ⎢⎣
⎡

−=
=

).()(
),()(

21

21

xExE
xExE

амечание Если уравнение в результате соответствующих преобразований сводится к сово-
купности уравнений, то множество решений исходного уравнения состоит только
из тех решений совокупности, которые принадлежат ОДЗ исходного уравнения.

Рассмотрим еще два равносильных преобразования:

При решении систем уравнений иногда применяют метод разложения на множи-
тели, который приводит решение исходной системы к решению совокупности сис-
тем. Например, если некоторое уравнение системы равносильно (на ОДЗ) сово-
купности из двух (трех и более) уравнений, то исходная система равносильна (на
ОДЗ) совокупности из двух (трех и более) систем, которые получают путем замены
соответствующего уравнения системы уравнениями из полученной совокупности.

 Запомните!
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Задание
с решением

Решим на множестве R  уравнение .0)5)(13( =−+ xx

Решение:

ОДЗ: R.∈x  Имеем 
⎢
⎢
⎣

⎡

=

−=⇔⎢⎣
⎡

=−
=+⇔=−+

.5

,
3
1

05
,013

0)5)(13(
x

x
x
x

xx  Значит, .5;
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

Ответ: .5;
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Запомните! Совокупность двух уравнений I степени с одним неизвестным имеет вид: ⎢⎣
⎡

=+
=+

.0
,0

22

11

bxa
bxa

1.3. Линейные уравнения с параметром

Пусть 0),( =axF  – уравнение, содержащее неизвестные x и a. Если ставится
задача для каждого значения a решить уравнение относительно x, то уравнение

0),( =axF  называется уравнением с неизвестным x и параметром a.

Решите на множестве R  уравнение, где a – действительный параметр:
a) ;2=ax                   б) .3)9( 2 −=− axa
Решение:

a) 1) Если ,0=a  то получаем уравнение ,20 =⋅ x  которое не имеет решений.
Значит, .∅=S

2) Если ,0≠a  то получаем уравнение I степени ,2=ax  имеющее решение .
2
a

Значит, .2
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= aS

Ответ: ∅=S  при ;0=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=

a
S

2
 при .∗∈Ra

Задание
с решением

Задание
с решением

Решим на множестве R × R систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

.9)2(

,23
2yx

yx

Решение:

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=+
=−

⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

−=+
=+

=−
⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.
5

13

,
5
1

;1
,1

32
23

32
23

32
32

23

9)2(

23
2

y

x

y
x

yx
yx

yx
yx

yx
yx

yx

yx

yx

Ответ: .
5

13
;

5
1

),1;1(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−=S

Уравнение I степени. Системы, совокупности двух уравнений I степени

 Вспомним

• Уравнение вида ,0=+ bax  где ,, R∈ba  называется линейным уравнением
(точнее, афинным уравнением).

• Если ,0≠a  линейное уравнение называется уравнением I степени.

пределения

Система двух уравнений I степени с двумя неизвестными имеет вид

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,
222

111

cybxa
cybxa

Решением системы является упорядоченная пара значений (a, b) неизвестных,
которая превращает каждое уравнение системы в верное числовое равенство.

Напомним методы решения систем двух уравнений I степени с двумя неизвестными:

 метод подстановки;          метод приведения;          графический метод.
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1.4. Неравенства I степени с одним неизвестным. Системы. Совокупности

1.4.1. Общие понятия

Неравенство, содержащее неизвестное, называется неравенством с одним
неизвестным.

Общая форма неравенства (здесь и далее: с одним неизвестным) имеет вид:
f(x) > g(x) или f(x) < g(x), или f(x) ≥ g(x), или f(x) ≤ g(x), где f(x), g(x) – мате-
матические выражения.

пределение

• Множество значений неизвестного, при которых определены (существуют)
все выражения, содержащиеся в неравенстве, называется областью допустимых
значений (ОДЗ) этого неравенства.

• Число a называется решением неравенства, если оно обращает его в верное
числовое неравенство (в истинное высказывание).

пределения

 Вспомним

пределение Два неравенства с одним неизвестным называются равносильными, если их
множества решений равны.

Решить неравенство с одним неизвестным – значит найти все его решения.
Множество решений неравенства обозначим через S.

 Запомните!

Неравенства, не имеющие решения, являются равносильными.

Для решения неравенств важно знать следующие основные преобразования,
которые назовем равносильными преобразованиями:

;0)()()()( >−⇔> xgxfxgxf

);()()()( xfxgxgxf <⇔>

)()()()( xagxafxgxf >⇔>  при ;0, >∈ aa R

)()()()( xagxafxgxf <⇔>  при ;0, <∈ aa R

 )()()()( xgxfxgxf nn >⇔>  ),2,)()(( N∈≥> nnxgxf nn  при ,0)( ≥xf

0)( ≥xg  и n – натуральное число;

)()()()( xgxfxgxf nn >⇔>  ),2,)()(( N∈≥> nnxgxf nn  при n – нечетное

натуральное число.

Аналогичные утверждения справедливы и для неравенств вида
).()(),()(),()( xgxfxgxfxgxf ≤<≥

 Запомните!

б) .3)3)(3(3)9( 2 −=+−⇔−=− axaaaxa
1) Если ,3=a  то получаем уравнение .00 =⋅ x  Значит, .R=S
2) Если ,3−=a  то получаем уравнение .60 −=⋅ x  Значит, .∅=S
3) Если },3{\ ±∈Ra  то получаем уравнение I степени ,3)3)(3( −=+− axaa  имею-

щее решение .
3

1
+

=
a

x  Значит, .3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

+
= aS

Ответ: R=S  при ;3=a  ∅=S  при ;3−=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

+=
3

1
a

S  при }.3{\ ±∈Ra

Так как при решении неравенств (особенно в случае бесконечного множества
решений) проверка практически невозможна, то важно не применять в процессе
решения преобразований, приводящих к посторонним решениям или к потере
решений. Преобразования должны быть равносильными.

Внимание!

Понятие неравенства
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Вспомним, что такое система неравенств с одним неизвестным.
Пусть, например, даны два неравенства с одним неизвестным A(x) > 0 и B(x) > 0.

Если ставится задача об отыскании всех значений неизвестного, которые удов-
летворяют одновременно каждому из этих неравенств, то говорят, что нужно ре-
шить систему из двух неравенств с одним неизвестным.

Соответствующая система неравенств обозначается: 
⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

xB
xA

  (1)

Системы неравенств с одним неизвестным

амечания 1. Каждое неравенство в системе (1) может быть разного типа: „ ≥“, „ ≤“, „<“.

2. Система неравенств может содержать два или более неравенств.

Значение неизвестного, при котором верно каждое из неравенств системы,
называется решением системы неравенств с одним неизвестным.

пределение

Две системы неравенств с одним неизвестным называются равносильными,
если их множества решений совпадают.

Системы неравенств, которые не имеют решений, являются равносильными.

пределение

 Запомните! Решить систему неравенств – значит найти множество ее решений.
Множество решений системы неравенств (обозначается S) есть пересечение мно-
жеств решений неравенств, образующих систему.

амечание Равносильные системы неравенств, решаемые на некотором множестве, называ-
ются равносильными системами неравенств на этом множестве.

Задание
с решением

Решим на множестве R  систему неравенств 
⎩
⎨
⎧

>−
≥+

.051
,032

x
x

Решение:

.
5
1

;5,1

5
1

,5,1

15
,32

051
,032

⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞−∈⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

−≥
⇔

⎩
⎨
⎧

<
−≥⇔

⎩
⎨
⎧

>−
≥+

x
x

x

x
x

x
x

Ответ: .
5
1

;5,1⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞−=S

Совокупности неравенств с одним неизвестным

Пусть, например, даны два неравенства с одним неизвестным A(x) < 0 и B(x) < 0.
Если ставится задача об отыскании всех значений неизвестного, каждое из которых
удовлетворяет по крайней мере одному из этих неравенств, то говорят, что нужно
решить совокупность из двух неравенств с одним неизвестным.

Совокупность неравенств обозначается: ⎢⎣
⎡

<
<

.0)(
,0)(

xB
xA   (2)

амечания 1. Каждое неравенство в совокупности (2) может быть разного типа: „≥“, „>“, „≤“.

2. Совокупность неравенств может содержать два или более неравенств.

 Запомните! Решить совокупность неравенств – значит найти множество его решений.
Множество решений совокупности неравенств с одним неизвестным (обознача-
ется S) есть объединение множеств решений неравенств, образующих сово-
купность.

Значение неизвестного, при котором верно хотя бы одно из неравенств сово-
купности, называется решением совокупности неравенств с одним неизвестным.

пределение
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Две совокупности неравенств с одним неизвестным называются равно-
сильными, если их множества решений совпадают (независимо от ОДЗ).

Совокупности неравенств, которые не имеют решений, являются равносильными.

пределение

Задание
с решением

Решим на множестве R  неравенство .5,0|12| ≤−x

Решение:

⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≤−
−≥−⇔≤−≤−⇔≤−

.75,0
,25,0

5,12
,5,02

5,012
,5,012

5,0125,05,0|12|
x
x

x
x

x
x

xx

Значит, ].75,0;25,0[∈x

Ответ: ].75,0;25,0[=S

1.4.3. Неравенства I степени с одним неизвестным с модулем

Рассмотрим некоторые методы решения неравенств I степени, содержащих
неизвестное под знаком модуля:

Неравенство вида )(|)| xgxf ≤(  на ОДЗ равносильно двойному неравенству

,)()()( xgxfxg ≤≤−  то есть равносильно системе 
⎩
⎨
⎧

≤
−≥

.
,

)()(
)()(

xgxf
xgxf

Задание
с решением

Решим на множестве R  неравенство .063 ≥−x
Решение:

.263063 ≥⇔≥⇔≥− xxx
Графически множество решений неравенства

 изображается следующим образом:

Ответ: ).,2[ ∞+=S
x20

 Запомните! 1. Множеством решений системы неравенств I степени с одним неизвестным
является пересечение множеств решений неравенств этой системы.

2. Множеством решений совокупности неравенств I степени с одним неизвестным
является объединение множеств решений неравенств этой совокупности.

1.4.2. Неравенства, системы, совокупности неравенств I степени с одним неизвестным

 Вспомним

Неравенства вида ,0,0,0,0 ≥+>+≤+<+ baxbaxbaxbax   ,0≠a  ,, R∈ba
называются неравенствами I степени с одним неизвестным.

Как правило, неравенства I степени решаются при помощи равносильных преоб-
разований.

пределение

 Запомните! Аналогично решается неравенство вида .( )(|)| xgxf <

Неравенство вида )(|)| xgxf ≥(  на ОДЗ равносильно совокупности ⎢⎣
⎡

−≤
≥

.
,
)()(

)()(
xgxf

xgxf

Задание
с решением

Решим на множестве R  неравенство .5|3| ≥− x

Решение:

).,8[]2,(
8

,2
53
,53

5|3| ∞+−−∞∈⇔⎢⎣
⎡

≥
−≤⇔⎢⎣

⎡
−≤−

≥−⇔≥− Ux
x
x

x
x

x

Ответ: ).,8[]2,( ∞+−−∞= US

 Запомните! Аналогично решается неравенство вида .)()( xg|xf| >
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Упражнения и задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1. Найдите угловой коэффициент и постройте график функции:
a) ;102)(,: +=→ xxff RR б) ;3)(,: xxgg −=→ RR
в) ;5)(,: xxhh −=→ RR г) .5,1)(,: =→ xpp RR

2.  Исследуйте! Определите тип угла, образованного положительным направлением оси Ox и графиком

функции:
a) ;16)(,: +=→ xxff RR б) ;31)(,: xxgg −=→ RR
в) ;3,2)(,: xxhh −=→ RR г) .5)(,: =→ xpp RR

3.  Работайте в парах! Дана функция :: RR →f

a) ;21)( xxf −=           б) .65,1)( += xxf

1) Найдите нули функции  f.
2) Постройте график функции  f.
3) Используя график функции, найдите значение x,
при которых: a) ;0)( >xf      б) .0)( ≤xf

4) Определите тип угла, образованного fG  и поло-
жительным направлением оси Ox.
5) Определите, является ли функция  f строго воз-
растающей.

4. Дана функция :: RR →g

a) ;5,3)( xxg =                      б) .
3
2

)( xxg −=
1) Найдите нули функции g.
2) Постройте график функции g.
3) Используя график функции, найдите значение x,
при которых: a) ;0)( >xg      б) .0)( <xg
4) Определите тип угла, образованного gG  и поло-
жительным направлением оси Ox.
5) Определите, является ли функция g строго убы-
вающей.

5. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;7)2(5,3 =−x                     б) ;023 =−x                     в) ).1(36
4
3 −=+− xx

6.  Работайте в парах! Решите на множестве RR ×  тремя методами систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

;423
,32

yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

−=−
=+−
.13

,225,0
yx

yx

7. Решите на множестве R  неравенство:
a) ;5)12(3)2(9 xxx >+−− б) .0)23(3)12(4 >+−− xx

8.  Работайте в парах! Даны функции ,12)(,:, xxfgf −=→ RR  .65,2)( +−= xxg

a) Найдите нули функций  f  и g.
б) Определите интервалы, на которых .0)(;0)(;0)(;0)( >≤<≥ xgxgxfxf
в) Найдите координаты точки пересечения графиков функций fG  и .gG
г) Решите на множестве R  неравенство ).()( xgxf <

д) Решите на множестве R  систему неравенств 
⎩
⎨
⎧

>
≤

.0)(
,0)(

xg
xf

B

9. Известно, что длина реки Прут на 399 км больше длины реки Днестр.

a) Какова длина каждой из этих рек, если сумма их длин равна 2305 км?
б) Какая часть реки Прут и реки Днестр находится на территории Республики
Молдова? (Воспользуйтесь географической картой.)

Неравенство вида |)(||)| xgxf ≤(  на ОДЗ равносильно неравенству .)()( 22 xgxf ≤

Пример: 14444)12()2(|12||2| 2222 ⇔++≤+−⇔+≤−⇔+≤− xxxxxxxx

.,
3
1

]3,(0383 2 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−−∞∈⇔≥−+⇔ Uxxx

ДнестрПрут

Кишинев



111

М
О
Д
УЛ

Ь

7Элементарные функции. Уравнения. Неравенства. Системы. Совокупности

11. В момент времени 0=t  количество бактерий равно 2400.
Через 5 ч 30 мин их число возросло до 22 200 бактерий.
a) Задайте зависимость количества бактерий от времени (измеренного в
часах) в виде функции.
б) Определите, через сколько часов количество бактерий будет равно 56400.

1O x

y

1

fG

12.  Работайте в парах! Переведите на математический язык, затем решите задачу:

a) с помощью уравнения;                                               б) с помощью системы уравнений.
1) Сумма двух действительных чисел равна 44. Найдите эти числа, если известно, что одно из них на 10

больше другого.
2) Разность двух действительных чисел равна 45. Найдите эти числа, если известно, что одно из них в 10

раз меньше другого.
3) На двух овощных базах хранятся 520 т яблок. Если перевести 60 т яблок из одной базы на другую, то

количество яблок на обеих базах было бы равным. Какое количество яблок было изначально на каждой
базе?

13. На стоянке припаркованы двухколесные мотоциклы и автомашины.
Всего 48 единиц и 168 колес. Сколько мотоциклов и сколько машин на
этой стоянке?
Решите задачу: a) методом фальшивой гипотезы;

б) с помощью уравнения;
в) с помощью системы уравнений.

14. Сумма в размере 2 760 леев выплачивается банкнотами достоинством 20 леев и 50 леев. Найдите количество
банкнот каждого вида, если известно, что количество банкнот достоинством 50 леев в два раза больше
количества банкнот достоинством 20 леев.

15. Отцу 33 года, а дочери 9 лет. Через сколько лет отец будет в три раза старше дочери?

16. Постройте график функции ,)(,: baxxff +=→ RR  если:

a) ;1,3 −== ba б) ;2,5,2 =−= ba в) ;0,
4
1 == ba

г) ;5,0 −== ba д) ;2,3 −=−= ba е) .
5
1

,
2
1 == ba

17. Дополните действительным числом, чтобы график функции :: RR →f

a) =)(xf ;2+x б) =)(xf – ;2−⋅ x

в) =)(xf ;x⋅ г) =)(xf – x⋅
образовал бы с положительным направлением оси Ox:
1) острый угол;          2) тупой угол.

18. Сергею 7 лет, а его отцу 39 лет. Найдите, сколько еще лет возраст Сергея будет

меньше, чем 3
2  возраста отца.

19.  Исследуйте! Найдите значения ,, R∈xx  при которых существуют треуголь-

ники со сторонами, длины которых равны 3x + 1, x + 3, 4x – 2.

20. (  2016) На рисунке изображен график функции .)(,: baxxff +=→ RR  Исполь-
зуя рисунок, впишите один из знаков <, > или = так, чтобы получилось истинное

высказывание:  
a
b

   0.

21. (  2022) Дана функция .26)(,: +−=→ xxff RR  Найдите значения x, при

которых  ).3()( fxf >

10. Найдите нули функции :: RR →f
a) ;12)( += xxf               б) );21)(5()( xxxf −+=              в) ).3)(4)(2()( xxxxf ++−=
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C
22. Решите тремя методами задачу:

a) За рабочий день 25 строителей получили 6 500 леев. Зарплата некоторых
из них составляет 200 леев за день, а остальных – в 1,5 раза больше. Сколько
строителей получили по 200 леев за рабочий день?
б) Бассейн емкостью 35,7 гектолитра можно наполнить водой из двух труб
за 7 ч. За час через одну трубу протекает воды на 90 л больше, чем через
другую. Сколько воды поступает в час через каждую трубу?

Реальный профиль

A1

1. Даны функции: .3)(,10)(,5,1)(,5)(,25,0)(,2)(,12)( 654321 xxfxfxxfxfxxfxxfxxf −===−=+=−=+=
Определите, какие из этих функций
a) являются возрастающими на .R                         б) являются убывающими на .R

2. Задайте формулой функцию I степени, зная, что:

a) 1)2( =f  и ;2)0( −=f                б) 4)1( =−f  и ;0)1( =f                в) 21)3( −=f  и .2)2( =f

3. Даны функции ,25)(,: +=→ xxff RR  и .2)(,: xxgg −=→ RR
a) Найдите координаты точек пересечения графиков fG  и .gG

б) Найдите значения x, при которых ).()( xgxf ≤
4. Решите на множестве R  уравнение: .0)12)(12)(2( =−+− xxxx

5.  Исследуйте! Даны функции ,52)(,:, +=→ xxfgf RR  .21)( xxg −=
a) Докажите, что  f  строго возрастает на множестве R , а g строго убывает на .R
б) Найдите значения x, при которых график fG  расположен выше графика .gG

B1

6.  Работайте в парах! Решите задачу:   a) с помощью уравнения;     б) с помощью системы уравнений.

Расстояние между двумя вокзалами равно 650 км. Скорый поезд проходит это расстояние на 12 ч быстрее,
чем товарный поезд, поскольку его скорость на 24 км/ч больше, чем скорость товарного поезда. Найдите
скорость каждого поезда.

7. Найдите действительные числа x и y, если известно, что 523 −=− yx  и .23 =+ yx

8. Решите на множестве R  систему неравенств:   a) 
⎩
⎨
⎧

≤−
>−

;25
,013

x
x

          б) 
⎩
⎨
⎧

<−
>+−

;115,0
,532

x
x

          в) 
⎩
⎨
⎧

<−
≥−

.0284,1
,9)2(3

x
x

9.  Работайте в группах! Решите на множестве RR ×  систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

;024
,0832

yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

−=+
=−

;923
,732

yx
yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+−

.333

,032

yx

yx

10. Сплав из меди и олова массой 12 кг содержит 45% меди. Сколько килограммов олова следует добавить к
этому сплаву, чтобы получить сплав, содержащий 40% меди?

11. Имеется сталь двух сортов с содержанием никеля 5% и 40%. Сколько нужно взять каждого из этих сортов
стали, чтобы после их плавки получить 140 т стали с содержанием никеля 30%?

12*.  Исследуйте! При каких значениях действительного параметра a система уравнений:

⎩
⎨
⎧

++=+++
=−+

)1(2)2()12(

,2)12(
22 aayaxa

ayax

a) совместна и определена;        б) совместна и неопределена;        в) несовместна?

C1

23. Укажите в декартовой системе координат множество точек:
1) абсциссы которых удовлетворяют неравенству: a) ;23 <<− x б) ;61 <≤− x
2) ординаты которых удовлетворяют неравенству: a) ;21 <<− y б) .53 ≤< y
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§2 Функция  II  степени. Уравнения  II  степени.
Неравенства  II  степени. Системы. Совокупности

2.1. Функция II степени

Функция ,0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR
называется функцией II степени.

пределение

y

xO

0>∆

a
b
2

−

2x1x

a4
∆−

y

xO

0<∆

a
b
2

−

0>∆y

xO
a

b

2
− 2x1x

a4
∆−

0<∆y

x
O a

b

2
−

a4
∆−

0=∆y

x
O a

b

2
−

0>a

0<a

y

x

0=∆

a
b
2

−O

 Вспомним

  Исследуем Используя график функции II степени (рис. 7.3), определите ее свойства.

Рис. 7.3

2.2. Уравнения II степени с одним неизвестным

Отмечаем, что решения уравнения II степени являются абсциссами точек пересе-
чения графика функции II степени, соответствующей этому уравнению, с осью Ox.

Существование действительных решений квадратного уравнения, а также их ко-
личество зависит от значения дискриминанта acb 42 −=∆  данного уравнения.

1) Если D < 0, то уравнение не имеет действительных решений. Значит, .∅=S

2) Если D = 0, то квадратное уравнение имеет одно действительное решение:

.
2a
b

x −=  Значит, .
2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧−=

a
b

S

3) Если D > 0, то квадратное уравнение имеет два различных действительных

решения: ,21 a
bx ∆−−=  .22 a

bx ∆+−=  Значит, .
2

;
2 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∆+−∆−−=

a
b

a
b

S

Уравнение II степени ,0,,,,0 где2 ≠∈=++ acbacbxax R  делением на a сводит-
ся к равносильному приведенному квадратному уравнению: ,02 =++ qpxx ., R∈qp

Уравнение вида ,0,,,,02 ≠∈=++ acbacbxax R  называется уравнением II
степени (или квадратным уравнением), а a, b, c называются его коэффициентами.

пределение

 Вспомним
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2.3. Уравнения II степени с параметром

Пусть 0),( =axF  – уравнение II степени, содержащее неизвестные x и a. Если
ставится задача для каждого значения a решить уравнение относительно x, то урав-
нение 0),( =axF  называется уравнением II степени с неизвестным x и параметром a.

еорема 2 (обратная теорема Виета)
Если действительные числа ,1x  2x
удовлетворяют соотношениям (2),
то эти числа являются решениями
уравнения (1).

Если действительные числа ,1x 2x
удовлетворяют условиям (4), то
эти числа являются решениями
уравнения (3).

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение с параметром a, :R∈a

.034)12(2)1( 2 =++−−− axaxa

Решение:

1) Рассмотрим сначала случай, когда коэффициент при 2x  принимает значение
нуль, так как в этом случае заданное уравнение преобразуется в уравнение I степени.
Получаем: .1=a

При 1=a  уравнение принимает вид: .5,3072 =⇔=+− xx

2) При 1≠a  находим значения параметра a, при которых дискриминант принимает

значение нуль: .
3
1

101612)34)(1(4)12(4 2 =⇔=+−=+−−−=∆ aaaaa

Если ,
3
1

1>a  то D < 0 и уравнение не имеет действительных решений.

Если 
3
1

1<a  и ,1≠a  то 0>∆  и уравнение имеет решения:

,
1

34)12(
1 −

−−−=
a

aa
x  .

1

34)12(
2 −

−+−=
a

aa
x

Ответ: }5,3{=S  при ;1=a

∅=S  при ;,
3
1

1 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+∈a

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−+−

−
−−−=

1
3412

;
1

3412
a

aa
a

aa
S  при ;

3
1

1,1)1,( ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∞∈ Ua

}5{=S  при .
3
1

1=a

еорема 1 (теорема Виета)
Если ,1x  2x   – решения уравнения

,0,02 ≠=++ acbxax (1)

то 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅

−=+

.

,

21

21

a
cxx

a
bxx

(2)

Если ,1x  2x   – решения уравнения

,02 =++ qpxx (3)

то 
⎩
⎨
⎧

=⋅
−=+
.

,
21

21

qxx
pxx

(4)
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1. Часть дороги имеет форму прямой, заданной уравнением .34 +−= xy  Часть

железной дороги имеет форму гиперболы, заданной уравнением .3
xy =  Если

прямолинейная дорога будет достроена, пересечется ли она с железной дорогой?

Решение:

Задача сводится к нахождению точек пересечения соответствующих прямой и
гиперболы. В свою очередь, эта задача сводится к определению совместности

системы уравнений: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=

.
3

,34

x
y

xy
 Подставляя y во второе уравнение, получаем сис-

тему 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

+−=

.
3

34

,34

x
x

xy
 Так как второе уравнение не имеет действительных решений

(Проверьте!), то и система не имеет решений. Значит, достроенная прямолинейная

дорога не пересечет железную дорогу.

2. Найдите радиус и центр окружности, касательной с осями координат и с гипер-

болой xy 4=  (рис. 7.5).

Задания
с решением

A

O a x

y

C

xy 4=

Рис. 7.5

Решение:

Исходя из симметрических соображений, ясно, что центр этой окружности
будет расположен на прямой, заданной уравнением ,xy =  следовательно,
его координатами будут (a, a). Эта прямая пересекает гиперболу в точке A,

координаты которой являются решениями системы: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.4
,

xy

xy

2.4.  Геометрическая интерпретация некоторых уравнений II степени с двумя неизвестными

Геометрически множество решений уравнения с двумя неизвестными изобра-
жается соответствующим множеством точек в декартовой системе координат. Форма
фигуры зависит от степени уравнения и его вида.

Наиболее простые уравнения II степени с двумя неизвестными и их геометри-
ческие изображения представлены на рисунке 7.4.

Используя уравнения этих фигур, можно решить разные задачи.

O x

y

222 )()( rbyax =−+−

222 ryx =+

cbxaxy ++= 2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ==
x
k

ykxy
Рис. 7.4

r

r

),( baA

Получаем: ).2;2(),2;2(1 AA −−  Замечаем, что )2;2(1 −−A  не удовлетворяет усло-
вию задачи. Центр C окружности будет удовлетворять условию: ,aAC =  значит,

,)2()2( 22 =−+− aaa  .2|| <a  Получаем: .224 −=a  Таким образом, центром ок-

ружности является точка )224,224( −−C  и ее радиус .224 −=r
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Уравнения с модулем решаются различными методами.

 Применение определения модуля

Пример. ⎢⎣
⎡

−=
=⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<−
−=−

⎩
⎨
⎧

≥−
=−

⇔=−
.3

,7

02
,52

;02
,52

5|2|
x
x

x
x

x
x

x

Ответ: S = {–3; 7}.

 Использование соотношения )()(|)(||)(| 22 xgxfxgxf =⇔=

Пример. 
⎢
⎢
⎣

⎡

=

−=⇔=−−⇔−=+⇔−=+
.4

,
3
2

08103)12()3(|12||3| 222

x

x
xxxxxx

Ответ: .4,
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Применение соотношения ⎢⎣
⎡

−=
=⇔=

.
,
)()(

)()(
|)(||)(|

xgxf
xgxf

xgxf

Пример. ⎢⎣
⎡

=
−=⇔⎢⎣

⎡
=++
=−−⇔⎢⎣

⎡
−−=−

+=−⇔+=−
.4
,1

04

,043

24

,24
|24||| 2

2

2

2
2

x
x

xx

xx

xxx

xxx
xxx

Ответ: S = {–1; 4}.

 Использование вспомогательных неизвестных (замена неизвестных)

Пример. Решим на множестве R уравнение .01||2 2 =−− xx

Решение:
ОДЗ: x ∈ R. Пусть | x | = t, .0≥t  Так как ,|| 22 xx =  то получим уравнение 2t 

2 – t – 1 = 0,

имеющее корни .
2
1

,1 21 −== tt  Значит, решение исходного уравнения свелось к

решению совокупности из двух уравнений: ⎢⎣
⎡

−=
=⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=

=

.1
,1

2
1

||

,1||

x
x

x

x

Ответ: S = {–1; 1}.

 Применение метода раскрытия модулей

Пример. Решим на множестве  R уравнение .2|3|3|12| xxx =+−−
Решение:

1) Определим ОДЗ: x ∈ R.

2) Находим нули выражений, стоящих под знаком модуля:   ;5,0012 =⇔=− xx

.303 −=⇔=+ xx

3) Полученные нули делят числовую ось
(в общем случае ОДЗ исходного уравнения)
на интервалы :),5,0[),5,0,3[),3,( ∞+−−−∞

4) Раскрываем соответствующие модули
на каждом интервале:

5) Решаем уравнение на каждом интервале
с учетом раскрываемости модулей на соответствующем интервале.

Рассмотрим следующие случаи.

a) Для x ∈ (–∞, –3) имеем 2x – 1 < 0, x + 3 ≤ 0. Тогда , ),12(|12| −−=− xx

)3(|3| +−=+ xx  и получаем:
– (2x – 1) + 3(x + 3) = 2x ⇔ –x + 10 = 0 ⇔ x = 10 ∉ (–∞, –3).

Итак, x = 10 не является решением исходного уравнения.

x–3 0,5

x–3
– +–

0,5– ++

12 −x

3+x

2.5. Уравнения с одним неизвестным с модулем
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x3–1

4

y

y=a

O 1

fG

Рис. 7.6

2.6. Неравенства II степени с одним неизвестным

Неравенства вида ,0,0,0 222 <++≥++>++ cbxaxcbxaxcbxax  ,02 ≤++ cbxax

a, b, c   ∈  R, a ≠ 0, называются неравенствами II степени с одним неизвестным.

пределение

Рассмотрим два метода решения неравенств II степени.

  Применение результатов исследования функции

Пусть функция  f: R → R, ,)( 2 cbxaxxf ++=  a, b, c ∈ R, a ≠ 0. В таблице (стр. 118)

указаны множества решений неравенства ,0,02 ≠>++ acbxax  в зависимости от

значений коэффициента a и дискриминанта ∆ = b2 – 4ac, где ,
,21 a

b
x

∆−−=  
22

∆+−=
a

b
x

)0( ≥∆  – решения уравнения ,0,02 ≠=++ acbxax  и .21 xx ≤

 Вспомним

б) Для ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
1

,3x  имеем 2x – 1 ≤ 0, x + 3 ≥ 0 и получаем:

– (2x – 1) – 3(x + 3) = 2x ⇔ –7x – 8 = 0 ⇔ .
2
1

,3
7
8 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈−=x

Следовательно, 
7
8−=x  – решение исходного уравнения.

в) Для ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∈ ,
2
1

x  имеем ,012 ≥−x  03 >+x  и получаем:

2x – 1 – 3(x + 3) = 2x ⇔ .,
2
1

3
10 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∉−=x

Значит, 
3

10−=x  не является решением исходного уравнения.

6) Ответ представляет собой объединение множеств решений, полученных в ка-
ждом из рассмотренных случаев.

Ответ: .
7
8

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

Высота h, на которую поднимется мяч, брошенный
вертикально вверх, рассчитывается по формуле

,2125)( 2 ++−= ttth  где h измеряется в метрах, а t –вре-
мя с момента броска (измеряется в секундах). Сколько
секунд мяч будет находиться на высоте не менее 6 м?

Решение:
Чтобы ответить на вопрос задачи, следует найти интервал времени при котором

.6)( ≥th  Таким образом, решаем неравенство 62125 2 ≥++− tt  или неравенство
.04125 2 ≤+− tt  Получаем ].2;4,0[∈t  (Проверьте!) Следовательно, величина соот-

ветствующего интервала времени 6,14,02 =−  (секунды).

Ответ: 1,6 секунды.

Задание
с решением

 Графический  метод

Пример
Определим, при каких значениях действительного параметра a уравнение

|x2 – 2x – 3| = a имеет три действительных решения.
Решение:
Строим график функции, заданной формулой |32|)( 2 −−= xxxf  и axg =)(

(рис. 7.6). Замечаем, что только прямая параллельная оси Oy, заданная
уравнением y = 4, имеет 3 общие точки с построенным графиком. Итак,
при a = 4 исходное уравнение имеет ровно три действительных решения.

Ответ: a = 4.
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Множество решений неравенства ,0,02 ≠≥++ acbxax  получается путем добав-
ления решений уравнения ,0,02 ≠=++ acbxax  к множеству решений неравен-
ства .02 >++ cbxax  Например, множеством решений неравенства 02 ≥++ cbxax
при a > 0, D > 0 является множество ).,[],( 21 ∞+−∞= xxS U

Аналогично получают множества решений других видов неравенств II степени.

  Метод интервалов

Изложим суть применения метода интервалов на примере решения на множестве
R неравенства .01272 ≤+− xx

Решение:

ОДЗ: x ∈ R.
Решениями квадратного уравнения 01272 =+− xx  являются .4,3 21 == xx

Разложим выражение 1272 +− xx  на множители: ).4)(3(1272 −−=+− xxxx
Тогда получим неравенство (x – 3)(x – 4) ≤ 0, равносильное исходному.

Применив метод интервалов, строим „кривую знаков“:

Итак, ].4,3[∈x

Ответ: ].4,3[=S

x–3 4
++

 Запомните!

 Вспомним

O
x

+

–

y

x1 x2

+

a
b
2

− x

+ ++

y

O

x

+

y

++

O

–

x

y

– –

O

a
b
2

−
x

y

–– –
O

x
+

–

y

x1 x2

+

O

Значения
a D

Множество решений неравенства
0,02 ≠>++ acbxax

Знак функции, заданной формулой
0,)( 2 ≠++= acbxaxxf

0>D ),(),( 21 +∞−∞= xxS U

0=D ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +∞−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−= ,
22

,
a

b
a

b
S U0>a

0<D ),( +∞−∞=S

0>D ),( 21 xxS =

0=D ∅=S0<a

0<D ∅=S
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x2

x

0

4–2

2.7. Неравенства II степени с модулем

Неравенства II степени с модулем также решаются разными методами.

 Неравенство вида )(≤ xg|xf| )(  на ОДЗ равносильно двойному неравенству

),()()( xgxfxg ≤≤−  то есть системе 
⎩
⎨
⎧

≤
−≥

).()(
),()(

xgxf
xgxf

Пример

ОДЗ: x ∈ R. ⇔≤≤⇔≤−≤−⇔≤− 93145344|53| 222 xxx

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈

⎟⎟⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+

⎥
⎥
⎦

⎤
⎜⎜⎝

⎛
−∞−∈

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≥⇔
⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

]3,3[

,,
3
3

3
3

,

3

,
3
1

93

,13

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x U

.3,
3
3

3
3

,3 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−∈⇔ Ux

Аналогично решаются неравенства для случая „<“.

 Неравенство вида )()( xg|xf| ≥  на ОДЗ равносильно совокупности

⎢⎣
⎡

−≤
≥

).()(
),()(
xgxf

xgxf

Пример

).,5[]5,(5
5

,1

32

,32
3|2| 2

2

2

2

2
2 ∞+−−∞∈⇔≥⇔⎢⎣

⎡
≥

−≤⇔⎢⎣
⎡

−≤−
≥−⇔≥− Uxx

x

x

x

x
x

Аналогично решаются неравенства для случая „>“.

 Метод замены неизвестных

Пример
Решим на множестве R  неравенство .03|1|4)1( 2 ≤+−−− xx

Решение:

ОДЗ: x ∈ R. .|1|)1( 22 −=− xx

Пусть .0,|1| ≥=− ttx  Тогда получаем неравенство ,0342 ≤+− tt  имеющее реше-
ния ],3,1[∈t  или 1 ≤ t ≤ 3.

Возвращаясь к неизвестному x, получаем: ⇔≤−≤ 3|1|1 x
⎩
⎨
⎧

≤−
≥−

.3|1|
,1|1|

x
x

Решаем первое неравенство системы:

 ).,2[]0,(
0

,2
11
,11

1|1| ∞+−∞∈⇔⎢⎣
⎡

≤
≥⇔⎢⎣

⎡
−≤−

≥−⇔≥− Ux
x
x

x
x

x

Для второго неравенства имеем:

].4,2[423133|1| −∈⇔≤≤−⇔≤−≤−⇔≤− xxxx

Итак, система, а значит и исходное неравенство,
имеют решения: ].4,2[]0,2[ U−∈x

Ответ: ].4,2[]0,2[ U−=S

Метод раскрытия модулей. Алгоритм применения этого метода для решения

неравенств с модулем аналогичен алгоритму решения уравнений с модулем.
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2.8. Однородные системы уравнений

• Многочлен P(X, Y, ..., U, V) степени n с переменными X, Y, ..., U, V назы-
вается однородным многочленом, если для любой системы числовых значений
(x, y, ..., u, v) переменных и любого фиксированного числового значения *R∈λ
имеет место равенство: ).,...,,,(),...,,,( vuyxPvuyxP nλλλλλ =
• Алгебраическое уравнение 0),...,,,( =vuyxP  называется однородным урав-
нением n-й степени, если многочлен P(X, Y, ..., U, V) является однородным
многочленом n-й степени.

• Система двух алгебраических уравнений с двумя неизвестными вида:

⎩
⎨
⎧

=+++++
=+++++

−
−

−−

−
−

−−

,...
,...

1
1

22
2

1
10

1
1

22
2

1
10

dybxybyxbyxbxb
cyaxyayxayxaxa

n
n

n
n

nnn

n
n

n
n

nnn

где ,0,0,...,,,,...,,, 001010 ≠≠∈ babbbaaa nn R  называется однородной сис-
темой n-й степени (левые части обоих уравнений системы являются однород-
ными многочленами n-й степени).

пределения

Решим на множестве R × R систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

=−
−=−+

.43

,24
2

22

xyx

yxyx

Решение:
Эта система является однородной системой второй степени.
ОДЗ: .);( RR ×∈yx  Умножим обе части первого уравнения на 2, затем сложим

уравнения системы. Получим систему 
⎩
⎨
⎧

=−
=−+

,43

,0253
2

22

xyx

yxyx
 равносильную исход-

ной, содержащую одно однородное уравнение. Разделим обе части первого уравне-

ния полученной системы на x2 (x ≠ 0, так как x = 0 не является решением) и получим

уравнение II степени :
x

y
 ,0253

2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ x

y
x
y

 имеющее решения 3=
x

y
 и  .

2
1−=

x

y

Итак, решение исходной системы свелось к решению следующей совокупности

систем уравнений:  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

−=
⎩
⎨
⎧

=−
=

.43

,
2
1

;43

,3

2
2

xyx

xy
xyx

xy

Первая система не имеет решений. (Проверьте!)
Вторая система имеет следующие решения: ).4,0;4,02();4,0;4,02( −−

(Проверьте!)
Ответ: )}.4,0;4,02();4,0;4,02{( −−=S

Задание
с решением

2.9. Симметрические системы уравнений

Уравнение с двумя неизвестными называется симметрическим, если при замене
x на y, а y на x уравнение не меняется.

Например, уравнения 5323 22 =++ yxyx  и 03 =−+ yx  – симметрические.

пределение

Система, все уравнения которой являются симметрическими, называется
симметрической системой.

пределение

амечание Так как уравнения с двумя неизвестными симметрической системы не меняются
при замене y на x и x на y, следовательно, если (a, b) является решением симметри-
ческой системы, то  (b, a) также является решением этой системы.

амечание Если упорядоченная пара (a; b) является решением системы однородных
уравнений второй степени, то и пара (–a; –b) является решением этой системы.
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амечание Решение однородных систем алгебраических уравнений и симметрических систем
уравнений, как правило, сводится к решению совокупности систем.

2.10. Рациональные уравнения
Выражение вида ,

Q
P

 где P, Q – многочлены, ,1grad ≥Q  называется рациональ-
ным выражением.

 Запомните! Рациональные уравнения решают в соответствии со следующим алгоритмом:
находим ОДЗ уравнения;
переносим все слагаемые в левую часть уравнения;

приводим левую часть уравнения к виду ;
B
A

получим .0=
B
A

решаем на ОДЗ уравнение 0=A ;
записываем множество решений.

Решим на множестве R уравнение .
9

18
3

5
3 2 −

=+−− xxx
x

Решение:

ОДЗ: }.3;3{\ −∈Rx  Имеем .0
9

18
3

5
3 2

=
−

−+−− xxx
x

Приводим левую часть к общему знаменателю: .0
9

32
2

2

=
−

−−
x

xx

Получим уравнение ,0322 =−− xx  решениями которого являются .1,3 21 −== xx

Значение 3 не принадлежит ОДЗ, следовательно, оно не является решением исход-
ного уравнения.

Ответ: S = {–1}.

Задание
с решением

• Уравнение ),()( 21 xExE =  где )(),( 21 XEXE   – многочлены, называется алге-
браическим уравнением с одним неизвестным.

• Уравнение ),()( 21 xExE =  где )(),( 21 xExE  – рациональные выражения, хотя
бы одно из которых содержит переменную в знаменателе, называется дробно-
рациональным уравнением (или уравнением с неизвестным в знаменателе).

пределение

Симметрическая система с двумя неизвестными решается, как правило, методом
введения вспомогательных неизвестных.

Решим на множестве R × R систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

=++
−=+−
.12

,222

xyyx
yxyx

Решение:

Исходная система – симметрическая. Пусть 
⎩⎨
⎧

=
=+
.

,
vxy

uyx  Получим систему 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−
.12

,232

vu
vu

Подставляя vu 21−=  в первое уравнение, получаем уравнение ,023)21( 2 =+−− vv

имеющее решения .
4
3

,1 21 == vv  Тогда .
2
1

,1 21 −=−= uu

Решение системы свелось к решению совокупности из двух систем уравнений:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=+

⎩
⎨
⎧

=
−=+

.
4
3

,
2
1

;1
,1

xy

yx

xy
yx

Обе системы несовместны на множестве R × R. (Проверьте!) Значит, исходная
система не имеет решений.

Ответ: .∅=S

Задание
с решением
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2.11. Рациональные неравенства с одним неизвестным. Метод интервалов

Неравенства вида ,0
)(

)(
,0

)(

)(
,0

)(

)(
,0

)(

)( ≤<≥>
xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
 где P(X), Q(X) – много-

члены, ,1)(grad ≥XQ  называются рациональными неравенствами с одним
неизвестным.

пределение

Рациональные неравенства решаются разными методами.

  Учитывая знак отношения 
)(

)(

xQ

xP

Например, решение неравенства 0
)(

)( >
xQ

xP
 сводится к решению совокупности двух

систем неравенств (понятия система неравенств, совокупность неравенств будут даны

позже): 
⎩
⎨
⎧

<
<

⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

;0)(
,0)(

xQ
xP

xQ
xP

  Применяя равносильности вида:

0;)()(0
)(

)( >⋅⇔> xQxP
xQ

xP
   

⎩
⎨
⎧

≠
≥⋅⇔≥

0.)(
0,)()(

0
)(

)(
xQ

xQxP
xQ

xP

  Применяя метод интервалов – один из более эффективных методов решения

рациональных неравенств.

Пусть функция f  задана формулой ,
))((

))((
)(

dxcx

bxax
xf

−−
−−=  где, например, a < b <

c < d и a, b, c, d ∈ R. Если x > d, то каждый из множителей x – a, x – b, x – c, x – d

положителен. Значит, на интервале (d, +∞) имеем  f (x) > 0. Если c < x < d, то x – d < 0,
а все остальные множители положительны. Следовательно,  f (x) < 0 на интервале
(c, d). Аналогично на интервале (b, c) имеем f ( x ) > 0 (рис. 7.6). В этом случае

говорят, что в точке c функция меняет свой знак.
Аналогично имеем для точек a, b, d (рис. 7.6).
Чередование знаков функции  f  графически изображается при

помощи „кривой знаков“ (рис. 7.7), которая чертится справа налево
и сверху вниз.

Изображение на рисунке 7.7 интерпретируется следующим обра-
зом: на интервалах, где „кривая знаков“ расположена выше числовой
оси, справедливо неравенство  f(x) > 0, а на интервалах, где „кривая
знаков“ расположена ниже числовой оси, имеем  f (x) < 0.

Приведенные рассуждения не зависят от количества линейных множителей, содер-
жащихся в числителе и знаменателе, а также от расположения найденных нулей
числителя и знаменателя на числовой оси. Поэтому такие рассуждения справедливы
и для функции  f, заданной формулой

)(...)()(

)(...)()(
)(

21

21

m

n

bxbxbx

axaxax
xf

−−−
−−−= ,                                    (1)

где числа a1, a2, …, an, b1, b2, …, bm – действительные и различные. Для этой функции
аналогично строится „кривая знаков“.

амечание При применении метода интервалов следует учитывать следующее: только в случаях,
когда функция имеет вид (1), то есть все коэффициенты при x равны 1 и все числа a1,
a2, …, a

n
, b1, b2, …, b

m
 различны, „кривая знаков“ строится справа налево и сверху

вниз. В остальных случаях знак функции на каждом интервале определяется
„пробными значениями“, путем подстановки этих значений в исходную функцию.

a b d x– + – ++

Рис. 7.7

Рис. 7.6

a b c d x
+ – + – +
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Задание
с решением

Решим на множестве R неравенство .0
65

)4)(3(
2

4

≥
+−
+−

xx

xxx

Решение:

ОДЗ: }.3;2{\R∈x

Преобразуем левую часть неравенства и получим .0
)3)(2(

)4)(3( 4

≤−−
+−

xx

xxx
 Пусть функ-

ция f задана формулой .
)3)(2(

)4)(3(
)(

4

−−
+−=

xx

xxx
xf  Значит, нужно найти все значения

x, при которых  f (x) ≤ 0.

Находим нули числителя: 0, 3, –4, и нули знаменателя: 2, 3.

Делаем вывод, что функция меняет знак в точках 0 и 2, а в –4 и 3 она не меняет
знак.

Получим следующую
„кривую знаков“:

Итак, f (x ) ≤ 0 для }.4{)2,0[ −∈ Ux

Ответ: ).2,0[}4{ U−=S

При решении рациональных неравенств методом интервалов будем действовать
по следующему алгоритму:

равносильными преобразованиями исходное неравенство сводят к неравенству,
левая часть которого есть выражение вида (1), а правая часть – нуль;

определяют функцию  f  и находят нули числителя;

находят значения x, при которых функция не определена (нули знаменателя);

нули числителя и нули знаменателя делят числовую ось (в общем случае,
ОДЗ исходного неравенства) на интервалы;

строят „кривую знаков“;

отбирают интервалы, соответствующие знаку функции  f ;

записывают ответ.

Аналогично применяют метод интервалов и при решении неравенств вида
0))...()(( 21 >−−− nxxxxxx  (или „<“, или „≥“, или „≤“), где x1, x2, …, xn – различные

действительные числа. Алгоритм решения тот же.

В случаях, когда в выражении вида (1) некоторые из чисел naa ,...,,1  mbb ...,,1

равны между собой, то есть функция имеет вид

,...,,,,)...()()()( *

2121
21 Z∈−−−= t

k

t

kk kkkcxcxcxxf t  при построении „кривой зна-

ков“ используют следующее правило:

- если },...,,2,1{, *N∈∈ ttiki  – четное число, то „при переходе через нуль ci“ знак
функции не меняется;

- если },...,,2,1{, *N∈∈ ttiki  – нечетное число, то „при переходе через нуль ci“
знак функции  f  меняется на противоположный.

 Запомните!

0–4 x–
+ +

2 3
+ +

 Обобщаем Множители в (1) могут иметь вид ,, N∈+ ibxa ii  и/или ,2

jjj cxbxa ++  где дискри-

минант уравнения, ассоциированного трехчлену, отрицателен.
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Упражнения и задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A
1. Постройте график и определите свойства функции ,: RR →f  если:

a) ;1)( 2 += xxf б) ;13)( 2 −= xxf в) ;127)( 2 −−−= xxxf г) .523)( 2 −+= xxxf

2. Решите на множестве R  уравнение:
a) ;02142 =−− xx б) ;031025 2 =−+ zz в) ;0542 =−− tt г) .0922 =−+ xx

3. Найдите сумму и произведение решений уравнения, не решая его:
a) ;020102 =++ xx б) ;063162 =+− xx в) ;02,16,02 =−+ zz г) .0632 2 =−− tt

4.  Исследуйте! Определите знаки решений уравнения, не решая его:

a) ;017182 =+− tt б) ;023 2 =−− xx в) ;05,02 2 =++ zz г) .023 2 =−+ xx

5. Дано уравнение 012 2 =−− xx  и 21, xx  – его решения. Вычислите, не решая уравнение, значение выражения.

a) ;2

2

2

1 xx +                      б) .
11

21 xx
+

6. Решите на множестве R  неравенство:
a) ;0652 >+− xx             б) ;013 2 ≤+− xx                 в) ;042 2 ≤+−− xx              г) .118272 2 ++>+ xxx

7.  Работайте в парах! Найдите промежутки, на которых функция RR →:f  принимает положительные
(отрицательные) значения:

a) ;143)( 2 +−= xxxf                б) ;2
542)( 2 +−−= xxxf                в) .3)( 2 xxxf +=

8. Решите на множестве RR ×  систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;10

,0
22 yx

yx
               б) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

;1

,12
22 yx

yx
               в) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

;72

,2
2yx

yx
               г) 

⎩
⎨
⎧

=+
−=−

.04

,12
2 xyx

yx

9. Даны функции: ,43)(,: 2 −+=→ xxxff RR  и .42)(,: −=→ xxgg RR
a) Постройте в одной и той же системе координат графики fG  и .gG

б) Определите свойства функции f функции функции g.
в) Найдите, при каких значениях x верно неравенство ).()( xgxf ≥

10.  Работайте в парах! Даны функции ,56)(,: 2 ++=→ xxxff RR  и .5)(,: +=→ xxgg RR
Докажите, что графики этих функций имеют общие точки.

11. Траекторию мяча можно смоделировать уравнением .563 2 +−−= xxy
Найдите максимальную высоту, которую достигнет мяч в полете.

12. (  2024, предтестирование) Найдите действительные значения a, при
которых уравнение 06)1(2 =−−−+ axax  имеет два действительных ре-
шения 1x  и ,2x  удовлетворяющие условию .1921

2

2

2

1 =++ xxxx

B

13. Длины катетов прямоугольного треугольника рав-
ны 1+x  и .12 −x  Найдите периметр треугольника,
если длина его гипотенузы равна .4−x

14. Периметр прямоугольного треугольника равен
84 см, а его гипотенуза равна 37 см. Найдите пло-
щадь треугольника.

15. Участок земли прямоугольной формы, площадью
2 080м2, был огражден забором длиной 184 м.
Какова длина и ширина участка.

16. Моторная лодка прошла 46 км по течению реки и
10 км по озеру за 1 ч 30 мин. Найдите скорость
лодки, если скорость течения равна 5 км/ч.

17. Одна из сторон прямоугольника на 7 см длиннее
другой. Какой может быть длина этой стороны,
если площадь прямоугольника меньше, чем 60 см2?

18. Определите множество }.0352|{ 2 =−−∈= tttA Z

19. (  2023) Найдите действительные значения a,
при которых уравнение 032 =−++ aaxx  имеет
два различных и положительных действительных
решения.

20. (  2024) Найдите наименьшее целое значе-
ния a, при котором одно из решений уравне-
ния 069)62(2 =−+−− axax  принадлежит проме-
жутку ).,1( ∞+
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C
21. Фермер хочет оградить участок для животных, имеющий форму равнобедренной трапеции. Боковые стороны

трапеции имеют длину 10 м, а большее основание в 1,5 раза длиннее меньшего основания. Какова должна
быть длина меньшего основания, чтобы длина изгороди была больше, чем 50 м?

22. (  2022) Определите наименьшее целое значение a, при котором уравнение 016)8( 22 =++−+ axax

имеет два различных действительных решения.

23. (  2023) Дана функция .2)1()(,: 22 ++−+=→ qxpxxff RR  Найдите действительные значения p и q,

при которых точка ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− 0;
2
3

A  является вершиной параболы, являющейся графиком функции f .

Реальный профиль

A1

1. Постройте график и определите свойство функции ,: RR →f  если:

a) ;5)( 2 −= xxf           б) ;13)( 2 += xxf           в) ;127)( 2 ++−= xxxf           г) .523)( 2 −+= xxxf

2.  Работайте в парах! Парабола 23xy =  смещена на 3 единицы вдоль оси Ox и
на 2 единицы вдоль оси Oy.
a) Задайте формулой функцию g, графиком которой является парабола, полученная
в результате этих преобразований.
б) Сколько таких функций можно задать?
в) Постройте график для каждой полученной функции.

3. Космический корабль запущен с начальной скоростью 100 м/с. Зависимость между
пройденным расстоянием h и временем t задана функцией .9,4100)( 2ttth −=  Какое
расстояние пролетел корабль за первые 10 секунд?

4. Найдите длины сторон прямоугольника с максимальной площадью, если его пери-
метр равен 20 см.

B1

5. Решите на множестве R  уравнение: a) ;2|45| 2 =+− xx б) .4|)3(| =−xx

6. Решите на множестве R  неравенство:   a) ;04||32 ≤−− xx    б) ;20|1||| ≥−⋅ xx    в) .6|2||1| <−⋅− xx

7. Запишите уравнение окружности с центром A(4, 5), касающейся прямой .32 += xy
8. Мяч, подброшенный вверх с начальной скоростью 72 м/с, будет находиться через t секунд на высоте

29,472)( ttth −=  (от поверхности Земли).
a) Найдите высоту, на которой будет находиться мяч через 5 с.
б) Через сколько секунд мяч упадет на Землю?

9.  Работайте в парах! Найдите область определения функции :: R→Df

a) ;
65

2)( 2 +−
−=

xx
xxf б) ;||)( 2 xxxf −=

в) ;9)( 22 xxxxf −−+= г) .43
4

1
)( 2 −−−

+
= xx

x
xf

10. Решите на множестве R  уравнение:   a) ;2
5

1
1

2

2

=
+

++
x

x
x

x
б) .3

8
2
23

23
2

2

2

=
+
−−−

+
x
x

x
x

11. Решите на множестве RR ×  систему уравнений:     a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

;52

,6
111

yx
yx           б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

;12
25
,14

x
y

y
x

yx
          в) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.2

,6
5

yx
x
y

y
x

12. Решите на множестве RR ×  систему уравнений:     a) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

;06
,07222

yx
xyyx

б) 
⎩
⎨
⎧

=++
=+−+

.11
,15)(2)( 2

yxyx
yxyx

13.  Исследуйте! При каких действительных значениях m система уравнений 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
myx

yx ,522

a) имеет единственное решение;                       б) имеет два решения;                      в) несовместна?
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14. Одна из сторон прямоугольника на 5 см меньше другой. Какой может быть длина этой стороны, если
площадь прямоугольника меньше 50 см2?

15.  Работайте в группах! Решите на множестве RR×  систему уравнений:   a) 
⎩
⎨
⎧

=
−=+

;3
,4

xy
yx

   б) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

.41

,1
22 yx

yx

16. Решите методом разложения на множители систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

;9)(

,5
2

22

yx

yx
б) 

⎩
⎨
⎧

=+
−=−

;16)(

,2
2yx

xyx
в) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−−

.1
,0|13|

xyx
yx

17. Решите задачу, составив систему уравнений.
Из одного порта одновременно отправились два теплохода, один на юг, а другой – на запад, двигаясь
прямолинейно и равномерно. Через два часа расстояние между ними составило 60 км. Найдите скорость
каждого теплохода, если скорость одного из них на 6 км/ч больше скорости другого.

18. Решите графически систему, а затем аналитически проверьте ее решения:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=
=−−

;8
,20642

xy
yxx

б) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

;055

,648
2

2

xyy

yxx
в) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.366

,36
2

22

yx

yx

19. a) Запишите уравнение окружности, проходящей через точки )0,5(),0,2( BA  и касающейся оси Oy.
б) Найдите координаты точек пересечения парабол 62 2 −−−= xxy  и .22 −= xy

в) Найдите координаты точек пересечения гиперболы 2=yx  и окружности .422 =+ yx
20. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;|4|3|1| xxx =+−−          б) |;2|32|12| +=−+ xxx          в) .|13|
8|13|

9 −=−− x
x

21.  Работайте в группах! Решите на множестве R  неравенство:

a) ;5|189| 2 ≥++− xxx б) |;2|3|5||32| xxx −−−>− в) |;2||4| +≥− xx

г) ;0
)1(

|)1|2(||
3

>
−

−−⋅
x

xx
д) ;0|12| 2 ≤−− xx е) .0|||31| 2 >−⋅− xxx

22. Решите на множестве R × R однородную систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+−
−=+−

;1333

,13
22

22

yxyx

yxyx
                  б) 

⎩
⎨
⎧

=−+
=+

;12

,0
22

2

yxyx

xyx
                  в) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

.32

,172
2

22

xyx

yx

23.  Работайте в парах! Решите на множестве R × R симметрическую систему уравнений:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
=++

;34

,23
22 yx

xyyx
                  б) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
;2

,122

yx
yx

                  в) 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.12

,2
22 yx

xy

Решите систему в) несколькими методами.

24. Решите задачу, составив систему уравнений.
a) Два завода должны по плану совместно изготовить за месяц 360 деталей. Первый завод перевыполнил

план на 12%, а второй – на 10%. Всего оба завода изготовили 400 деталей. Сколько деталей изготовил
каждый завод сверх плана?

б) Для изготовления электрического мотора типа А необходимы 2 кг меди и 1 кг олова, а для изготовления
электрического мотора типа В – 3 кг меди и 2 кг олова. Сколько моторов каждого типа изготовили, если
всего было использовано 130 кг меди и 80 кг олова?

25. При сжигании в избытке кислорода 1,10 г смеси метана и этанола обра-
зовалось 0,896 л оксида углерода (IV), измеренного при нормальных
условиях. Определите количественный состав смеси в массовых долях.
a) Решите задачу с помощью системы уравнений.
б) Решите задачу с помощью уравнения.

26. Дана система уравнений 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.17

,4
22 yx

xy
 Решите эту систему на множестве

RR ×  тремя методами.

27. В раствор, содержащий 40 г соли, долили 200 г воды, после чего концентрация раствора уменьшилась
на 10%. Какое количество воды в граммах содержал раствор первоначально и какова была
концентрация этого раствора?

28. (  2024, предтестирование) Решите на множестве R  неравенство .
1

2
x

x
≤

−
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C1
29. По новому графику движения автобус проехал 335 км на 45 минут быстрее,

чем по предыдущему графику. Найдите среднюю скорость движения
автобуса по новому графику, если известно, что его скорость на 10 км/ч
больше, чем его средняя скорость по предыдущему графику.

30. Найдите действительные значения параметра a, при которых неравенство
0)13)(2()14(2 >−+++− aaxax  имеет решения для любого .0<x

31*.Найдите действительные значения параметра a, при которых неравенство 171
27 2

−<++
−++ aax

aax  не имеет
положительных решений.

32. Пусть дана окружность .922 =+ yx  Запишите уравнение окружности, проходящей через начало прямо-
угольной системы координат, точку )0,1(A , которая касается заданной окружности.

Итоговый тест I
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Дополните, чтобы полученное высказывание стало истинным:

⎩
⎨
⎧

=−
⇔

⎩
⎨
⎧

=−
−=−

.1

,

1

,323
22 xyxxyx

yx

2. Дано уравнение .023 2 =+−− xx

a) Найдите действительные решения уравнения.
б) Составьте уравнение второй степени, решениями которого являются противоположные значения решений
исходного уравнения.

3. Дана функция .
1

)(,:
2 −

=→
x

x
xfDf R

a) Найдите ).( fD

б) Определите, при каких действительных значениях x функция  f  принимает неотрица-
тельные значения.

4. Букет из 3 тюльпанов и 4 нарциссов стоит 44 лея, а букет из
6 тюльпанов и 3 нарциссов стоит 63 лея. Сколько стоит один тюльпан и сколько
один нарцисс?

Реальный профиль

1. Решите на множестве RR ×  систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

−=−
=+−

.2
,3

22 yxxy
xyyx

2. Дана функция ,: R→Df  .1
5

2510)(
2

xx
xxxf +−

+−=

a) Найдите ).( fD                       б) Постройте график функции  f.

   Время  выполнения работы:45 минут

3. С вокзалов A и B, расположенных на расстоянии 600 км,
навстречу друг другу одновременно отправляются два
поезда. Через 6 ч расстояние между ними составляло 60 км.
Если бы поезд из A отправился на 1 ч 30 мин раньше поезда
из B, то они бы встретились на середине пути между A и B.
Найдите скорость каждого поезда.

4. Дана система 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+−

≥
−

.03

,0
1
2

2

x
x

x

a) Впишите такое действительное число, чтобы множество решений системы совпало с множеством решений
первого неравенства.
б) Решите на множестве R  полученную систему.
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§3 Функция радикал. Степенная функция. Иррациональные уравнения.
Иррациональные неравенства

3.1. Функция радикал

Функциями радикал называются функции ,)(,: 12 +=→ n xxff RR  и

.,)(,: 2 ∗
++ ∈=→ NRR nxxgg n

пределение

Пример

,)(,: 3
11 xxff =→ RR  и 4

22 )(,: xxff =→ ++ RR , – функции радикал.

Основные свойства функции радикал
12)(,: +n xxff =→ RR

1° .)( R=fD
2° У функции  f  единственный нуль: .01 =x

Точкой пересечения графика fG  с осью Oy
является точка O(0; 0).

3° 0)( >xf  при );,0( ∞+∈x
0)( <xf  при ).0,(−∞∈x

4° Функция  f  – нечетная:

).(1)( 121212 xfxxxf nnn −=⋅−=−=− +++

5° Функция  f строго возрастает на множестве R
(вытекает из свойства 7° радикалов).

6° Функция  f  не является периодической, по-
скольку она строго монотонна на бесконечном
промежутке.

7° Функция  f  не имеет локальных экстремумов,
так как она строго монотонна на бесконечном
промежутке.

8° Функция  f  обратима. Обратной функцией к
f  является .)(,: 1211 +−− =→ nxxff RR

9° График функции ,: RR →f  :,)(
12 ∗+ ∈= Nnxxf

n

n xxgg 2)(,: =→ ++ RR
1° .)( += RgD
2° У функции  g единственный нуль: .01 =x

Точкой пересечения графика gG  с осью Oy
является точка O(0; 0).

3° 0)( >xg  при );,0( ∞+∈x
функция g не принимает отрицательные значения.

4° Функция  g не является ни четной, ни нечетной,
поскольку множество R⊂)(gD  не симметрич-
но относительно O.

5° Функция g строго возрастает на множестве .+R

6° Функция g не является периодической.

7° Функция g не имеет локальных экстремумов.

8° Функция g обратима. Обратной функцией к
g  является .)(,: 211 nxxgg =→ −

++
− RR

9° График функции ++ →RR:g  :,)(
2 ∗∈= Nnxxg

n

y

xO

y

xO

3.2. Степенная функция с действительным показателем

Степенной функцией с действительным показателем называется функция вида
.,)(,: *** RRR ∈=→ ++ ααxxff

пределение

Основные свойства степенной функции

1° Областью определения степенной функции  f  является ,*
+R  поскольку степень с дей-

ствительным показателем рассматривается только для положительного основания.

2° Из свойств степени следует, что на *

+R  функция  f  строго возрастает при 0>α  и
строго убывает при .0<α

3° Функция  f  не является ни четной, ни нечетной. (Обоснуйте!)

Рис. 7.7

 Задание a) Постройте графики функций ,:1 RR →f  ,)( 12

1

+= nxxf  и ,:1 ++ →RRg  .)( 2

1

nxxg =
б) Сравните свойства функций 

1f  и 
1g  со свойствами функций f и g соответственно.
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Упражнения и задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1.  Исследуйте! Даны точки ).1;2(),2;8(),2;4(),0;0(),1;1(),0;1( −−−− FEDCBA

Определите, какие из этих точек принадлежат графику функции:

a) ;)(,: 3 xxff =→ RR                б) ;)(,: xxff =→+ RR                в) .
2

)(,:
x

xff −=→ ∗∗ RR

2. a) Постройте в одной и той же системе координат графики функций 
x

xff
2

)(,: =→ ∗∗ RR  и .
2

)(,:
x

xgg −=→ ∗∗ RR
б) Определите свойства функций f и g.

4° Функция  f  не является периодической и не имеет точек локального экстремума,
поскольку она монотонна на )( fD .

5° График степенной функции строится в зависимости от значений показателя
степени. Возможны следующие виды графиков степенной функции (рис. 7.8):

a)                                        б)                                             в)y

O x

y

O x

y

O x
Рис. 7.8

0<α 10 << α 1>α

Функции, заданные формулами nxxf
1

)( =  и ,)( n xxg =  где n – нечетное нату-
ральное число, различны, потому что различны их области определения:

,)( *

+= RfD  а .)( R=gD

амечание

3.3. Обратная пропорциональность

 Вспомним Зависимость между двумя величинами x и y, заданная таким образом, что при
увеличении (уменьшении) величины x величина y уменьшается (увеличивается) во
столько же раз, называется обратной пропорциональностью.

Обратная пропорциональность между величинами выражается соотношением
,kyx =⋅  где ∗∈Rk  и ).,0( ∞+∈x

Функция вида ,,)(,: ∗∗∗ ∈=→ RRR k
x
k

xff  называется обратной пропор-
циональностью.

пределение

Графиком обратной пропор-
циональности является гипер-
бола, состоящая из двух ветвей:
a) при 0>k  ветви расположены

в I и III четвертях (рис.7.9);
б) при 0<k  ветви расположены

в II и IV четвертях (рис.7.10).

y

O x

Рис. 7.9

y

O x

Рис. 7.10

 Запомните!

 Вспомним

  Исследуем Используя график обратной пропорциональности (рис. 7.9 и 7.10), определите

свойства функции вида .,)(,: ∗∗∗ ∈=→ RRR k
x
k

xff
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B

6. Задайте формулой обратную пропорциональность, зная, что ее график проходит через точку:
a) );6;2(−A      б) );3;9(B      в) );5;1( −C      г) ).10;1( −−D

7.  Работайте в парах! Запишите формулу, задающую зависимость объема куба от длины его ребра:
a) Постройте график функции, определяемой этой формулой. Является ли эта зависимость обратной
пропорциональностью?
б) Найти объем куба, зная, что длина его ребра равна: a) 2 см;   б) 0,5 см;   в) 1,5 см.
в) Решите графическим методом уравнение .23 −−= xx

8. a) Запишите формулу, выражающую зависимость скорости v от времени t, учитывая расстояние d.
б) Докажите, что эта зависимость является обратной пропорциональностью.

9. (  2023) Дана функция .
2

)(,:
x

xff =→∗ RR  Определите принадлежность точки )13;13( +−M

графику функции  f .

Ñ

10. (  2022) Даны функции 74)(,: 2 −+−=→ xxxff RR  и .
6

)(,:
x

xgg −=→∗ RR  Покажите, что вершина
параболы, являющейся графиком функции f , принадлежит графику функции g.

11. Постройте график функции:

a) ;||)(,: xxff =→ RR б) .
||

2
)(,:

x
xgg =→ ∗∗ RR

12.  Исследуйте! Приведите примеры обратных пропорциональностей из различных областей.

Реальный профиль

A1

1. Найдите область определения функции :: R→Df a) ;3)( −= xxf б) .3)( 3 += xxf

2. Постройте график функции: a) ;2)(,: xxfDf =→R б) .41)(,: xxgDf −=→ R

3. Исследуйте на четность или нечетность функцию :: RR →f    a) ;)( 4xxf = б) .)( 5xxf =

3. Дана функция радикал .)(,: xxff =→ ++ RR
Найдите значения функции f при }.144;64;44;8;2;0;4;16{ −−∈x

4. Дана функция радикал .)(,: 3 xxff =→ RR
Найдите значения функции f при }.1000;64;27;8;1;0;1;8;27{ −−−∈x

5. Дана функция .
2
1

)(,:
x

xff −=→ ∗∗ RR  Найдите значения функции f при }.10;5,4;2;0;
2
1

;3;5{ −−−∈x

B1

4. Найдите сумму и произведение функций ::, R→Dgf

a) ;)(,)( 54 xxgxxf ==                          б) .)(,)( 3 xxgxxf ==

5.  Работайте в парах! Пользуясь определением монотонности, найдите промежутки монотонности
функции :: R→Df

a) ;2)( 2 += xxf              б) ;)2()( 2+= xxf              в) ;4)( 3
1

+= xxf              г) .)4()( 3
1

+= xxf

C1
6. Докажите, что функция EDf →:  обратима, и найдите соответствующую ей обратную функцию:

a) ;)(,: 4xxff =→ +− RR         б) ;4)(,: xxff =→ ++ RR         в) .
4

)(,: 3
x

xff =→ RR

7*.Найдите сумму, произведение и композицию gf o  функций ::, RR →gf

a) ;)(,)( 33 xxgxxf ==                          б) .)(,)( 32 xxgxxf ==
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еорема 3
Для любого *N∈n  уравнение )()(2 xgxfn =  равносильно системе  

⎩
⎨
⎧

≥
=

,0)(
,))(()( 2

xg
xgxf n

а уравнение )()(12 xgxfn =+  равносильно уравнению .))(()( 12 += nxgxf

 Задание Докажите теорему 3.

Решим на множестве R уравнение .11 2 +=− xx

Решение:

⎢⎣
⎡

=
−=⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
−=

−≥
⇔

⎩
⎨
⎧

+=−
≥+⇔+=−

.0
,1

0
,1

;1

)1(1

,01
11 22

2

x
x

x
x

x

xx

x
xx

Ответ: }.0;1{−=S

Отметим, что уравнения )()( xgxf =  и )()( xgxf −=  имеют одну и ту же ОДЗ.
Поэтому, решив заданное уравнение методом возведения обеих частей в четную
натуральную степень и убедившись, что найденное решение 0x  принадлежит его ОДЗ,
мы еще не можем утверждать, что 0x  является решением заданного уравнения. Однако,

если ОДЗ0 ∉x  заданного уравнения, то 0x  является посторонним решением этого
уравнения.

Задание
с решением

Решение иррациональных уравнений основано на следующей теореме:

3.4. Иррациональные уравнения

У фермера два участка земли квадратной формы.
Площадь одного из них на 32 сотки меньше дру-
гого. Найдите площадь каждого участка, если из-
вестно, что общая длина ограды равна 320 м.

Решение:

Пусть x м 2 – площадь первого участка, тогда
(x – 3200) м2 – площадь второго участка. Согласно условию задачи, получаем урав-

нение .320320044 =−+ xx  Это уравнение называется иррациональным.

Задача

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение .24 −−=− xx

Решение:
Возведя обе части уравнения в квадрат, получаем: .05444 22 =+⇔++=− xxxxx

Находим, .0,5 21 =−= xx

Проверкой в исходном уравнении убеждаемся, что 5−  является решением, а 0

не является решением данного уравнения (это решение уравнения ).24 +=− xx

Назовем иррациональным уравнением такое уравнение, в котором неизвестное со-
держится под знаком корня или в основании степени с рациональным показателем.

Например, 034,21 2
1

2
3

3 =++=+− xxxx  – иррациональные уравнения.

 Запомните! При решении иррациональных уравнений в результате некоторых преобра-
зований возможно появление посторонних решений.

Например, в результате возведения обеих частей уравнения )()( xgxf =  в четную
натуральную степень можем получить посторонние решения. Поэтому, когда вы-
полненные преобразования не сохраняют равносильность уравнений, необходима
проверка.

Напомним, если обе части уравнения )()( xgxf =  одного знака при любом
,ОДЗ∈x  то для всех *N∈n  уравнения )()( xgxf =  и nn xgxf ))(())(( =  равно-

сильны на ОДЗ.

 Запомните!
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Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение 333 1131 −=+++ xxx   (1).
Решение:
Возведем в куб обе части уравнения (1) и получим уравнение:

)1()131()13)(1( 333 +−=+++++ xxxxx  (2), равносильное заданному.

Учитывая уравнение (1), заменим в (2) выражение из скобок выражением 3 1−x  и

получим )1()13)(1)(1(3 +−=+−+ xxxx  (3). Возведем обе части уравнения (3) в куб и

получим уравнение ,0)1()1)(13)(1( 3 =++−++ xxxx  имеющее решения .0,1 21 =−= xx

При подстановке найденных значений x в заданном уравнении убеждаемся, что
его решением является только –1.

Ответ: }.1{−=S

При возведении обеих частей уравнения (1) в куб получили уравнение (2), рав-

носильное заданному. Однако последующая замена выражения 33 131 +++ xx  на

выражение 3 1−x  привела к появлению постороннего решения.

амечание Проверка является необходимой частью решения иррационального уравнения,
кроме случаев, когда все уравнения, полученные в процессе решения, являются
равносильными заданному на ОДЗ исходного уравнения.

Один из общих методов решения иррациональных уравнений состоит в сведении
их к уравнениям (системам, содержащим как уравнения, так и неравенства) без
радикалов, равносильным заданному иррациональному уравнению. При при-
менении этого метода проверка не обязательна.

Решим на множестве R уравнение .32 xx =+
Решение:

.3
3

,1

;0

032

,0

32

,0
32 22 =⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
−=

≥
⇔

⎩
⎨
⎧

=−−
≥⇔

⎩
⎨
⎧

=+
≥⇔=+ x

x
x

x

xx

x

xx

x
xx

Ответ: }.3{=S

Задание
с решением

 Запомните! Посторонние решения также могут появляться в результате выполнения неко-
торых подстановок.

 Запомните!

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение .32 −=−+ xxx

Решение:

ОДЗ: 
⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
≥−

≥

.2
,3

03
,02

,0

x
x

x
x

x

Эта система неравенств не имеет решений, следовательно, и исходное неравенство
не имеет решений.

Ответ: .∅=S

Рассмотрим некоторые методы, часто применяемые при решении иррациональ-
ных уравнений.

Иногда применение этого метода усложняет процесс решения, поэтому в таких
случаях используют другие методы (теорему 3 или ниже рассмотренные методы).

Если нахождение ОДЗ или решение неравенства 0)( ≥xg  сложнее, чем само
решение иррационального уравнения, то не нужно находить ОДЗ и решать
неравенство ,0)( ≥xg  а  только проверить, удовлетворяют ли полученные решения
этим условиям.

Иногда нахождением ОДЗ завершается решение заданного уравнения.
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б) Использование двух вспомогательных неизвестных

При решении некоторых иррациональных уравнений удобнее использовать два
вспомогательных неизвестных. Этот метод позволяет свести иррациональное урав-
нение к системе уравнений, не содержащих радикалы.

Этот метод применим при решении уравнений, содержащих два радикала.амечание

Пример
Решим на множестве R уравнение .2152153 22 =++++ xxxx

Решение:

.05152)15(32152153 2222 =−+++++⇔=++++ xxxxxxxx

Пусть .0152 ≥=++ txx  Получим уравнение ,0523 2 =−+ tt  имеющее решения

.
3
5

,1 21 −== tt  Так как ,0
3
5

2 <−=t  то решаем только уравнение ,1152 =++ xx

которое имеет решения .5,0 21 −== xx

Проверка не обязательна, поскольку выполненные преобразования являются
равносильными.

Ответ: }.0;5{−=S

 Метод введения вспомогательных неизвестных

a) Использование одного вспомогательного неизвестного
Этим методом некоторые иррациональные уравнения сводятся к уравнениям без

радикалов.

 Метод возведения обеих частей уравнения в одну и ту же натуральную степень

Как правило, этот метод используется при решении уравнений вида:

);()( xgxfk = .2,,)()()();()()( ≥∈=±=± kkxhxgxfxhxgxf kkkkk N

Решим на множестве R уравнение .8131 =+++ xx

Решение:

Находим ОДЗ: .,
3
1

013
,01

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−∈⇔

⎩
⎨
⎧

≥+
≥+

x
x

x

Уединяя один радикал и возведя обе части в квадрат, получим:

⇔+−=+ 22 )138()1( xx .13832 +=+ xx

После возведения в квадрат обеих частей последнего уравнения получим квадрат-
ное уравнение ,09601282 =+− xx  имеющее решения .120,8 21 == xx

Выполним проверку, так как преобразования не были равносильными.
Значения ., ОДЗ21 ∈xx  Значит, оба значения могут быть решениями исходного

уравнения. Подстановкой в заданном уравнении убеждаемся, что 8 является реше-
нием исходного уравнения, а 120 таковым не является.

Ответ: }.8{=S

 Решение уравнений вида *k kxgxf N∈0,)()( 2 =

На ОДЗ это уравнение равносильно системе 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
=

≥

.0)(
,0)(

;0)(

xg
xf

xg

Пример

Решим на множестве R уравнение .04)34( 22 =−+− xxx

Решение:

⎢
⎢

⎣

⎡

=
=

−=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=−
=+−

≥−
⇔=−+−

.2
,1

,2

04

,034

;04

04)34(
2

2

2

22

x
x
x

x

xx

x

xxx      Ответ: }.2;1;2{−=S

Задание
с решением
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Пример
Решим на множестве R уравнение .123 23 xxxx =−++
Решение:

ОДЗ: .R∈x   ,0121212 23233 23 =−+⇔=−++⇔=−++ xxxxxxxxxx

откуда .3,4 21 =−= xx

Ответ: }.3;4{−=S

 Решение уравнений вида *k kxgxf N∈),()(12 =+

Для любых *N∈k  это уравнение (согласно теореме 3) равносильно уравнению
.))(()( 12 += kxgxf

 Специальные методы решения иррациональных уравнений

a) Метод умножения обеих частей уравнения на сопряженное выражение

Пример

Решим на множестве R уравнение 36333 22 =+−++− xxxx   (**).

Решение:

Умножив обе части уравнения (**) на выражение

,6333)( 22 +−−+−= xxxxxϕ  получим:

⇔+−−+−=−+−+− )6333(36333 2222 xxxxxxxx

.16333 22 −=+−−+−⇔ xxxx                                    (***)

Сложив уравнения (**) и (***), получим уравнение .1332 =+− xx

Значит, ⇔=+− 1332 xx ,0232 =+− xx  откуда .2,1 21 == xx

Подставив значения 1 и 2 в исходное уравнение, убеждаемся в том, что оба зна-
чения являются его решениями.

Ответ: }.2;1{=S

Как правило, этот метод применяется при решении иррациональных уравнений

вида ).()()( xhxgxf =±
амечание

Пример
Решим на множестве R уравнение .113 =++ xx
Решение:
ОДЗ: .),1[01 ∞+−∈⇔≥+ xx

Пусть 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.1

,3

vx

ux  (*)  Тогда исходное уравнение записывается в виде .1=+ vu

Чтобы получить еще одно уравнение с неизвестными u и v, возведем в третью

степень обе части уравнений системы (*). Получим систему 
⎩
⎨
⎧

=+
=

,1

,
2

3

vx

ux
 откуда

.123 −=− vu

Итак, получили систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−

.1
,123

vu
vu  Решив систему, получим

решение 
⎩
⎨
⎧

=
=

.1
,0

v
u

 (Проверьте!)

Для нахождения решений исходного уравнения решим систему 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.11

,03

x

x

Получим решение .0 ОДЗ∈=x  Проверкой устанавливаем, что 0 является решением
исходного уравнения.

Ответ: }.0{=S
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Пример
Решим на множестве R уравнение .11212 −=−−+−+ xxxxx

Решение:

⇔−=−−+−+ 11212 xxxxx ⇔−=−−++− 1)11()11( 22 xxx

−=−−++−⇔ 1|11||11| xxx .1|11|11 −=−−++−⇔ xxx

Пусть .0,1 ≥=− ttx  Тогда получим уравнение .|1|1 2ttt =−++
Решив это уравнение известными методами (учитывая, что ,1 =− tx  0≥t ),

получим: t = 2, и получим решение исходного уравнения .5=x

Ответ: }.5{=S

б) Метод выделения полного квадрата (куба и т. д.) в подкоренных выражениях

Как правило, решение иррационального уравнения может быть найдено несколь-
кими методами. Опыт подскажет, какой из них более эффективен для заданного
уравнения.

амечание

B1

5. a) (  2022) Решите на множестве R уравнение

.24 −=− xx

б) (  2015) Решите на множестве R уравнение

.32 xx =+
6. Решите на множестве R уравнение:

a) ;052)1( 2 =−− xx

б) ;041)23( 2 =−−− xxx

в) ;012)31( 2 =+−− xxx

г) ;032)65( 22 =−−+− xxxx

д) соответствующее задаче, сформулированной в
начале п. 3.3, а затем ответьте на вопрос задачи.

7. Решите на множестве R уравнение:

a) ;12315 −=−−− xxx

б) ;5276 −−+=+ xxx

в) ;153 +=− xx

г) .1123 −−=− xx

8. Решите на множестве R уравнение:

a) ;0127)1( 23 =+−− xxx    б) .064)12( 22 =−−− xxx

9. Используя вспомогательное неизвестное, решите
на множестве R уравнение:

a) ;2128222 xxxx −=+++      б) ;065 =+− xx

в) .012 2
1

2
3

=+− xx

10. Методом умножения обеих частей уравнения на
соответствующее сопряженное выражение решите
на множестве R уравнение:

a) ;41342 22 =−++−− xxxx

б) .279 22 =−−+ xx

11.  Работайте в парах! Используя два вспомо-
гательных неизвестных, решите на множестве R
уравнение:

a) ;2312 =++− xx          б) ;21412 33 =++− xx

в) .612243 =−++ xx

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;11 =+x б) ;71 −=−x в) ;2 xx =+
г) ;2432 =−+− xxx д) ;13217 2 +=−+ xxx е) .121022 −=++ xxx

2. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;1+= xx б) ;13 −=+ xx в) ;65 xxx =−+− г) .25352 =−−+ xx

3.  Работайте в парах! Впишите действительное число, затем решите на множестве R полученное

уравнение:     a) =− x21 ;1+⋅ x                б) ;312 xx −=+⋅                в) .25,0 +=− xx

4.  Исследуйте! Определите истинностное значение высказывания 11 3
2

3 2 =⇔= xx . È Ë
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3.5. Иррациональные неравенства

Решите на множестве R неравенство .043 ≤−− xx
Это неравенство является иррациональным.

Будем называть иррациональным неравенством такое неравенство, в котором не-
известное содержится под знаком корня или в основании степени с рациональным
показателем.

Например, 21,21,11,022
1

3
2

−≤+≥−<++≥−− xxxxxx  – иррациональ-
ные неравенства.

Иррациональные неравенства решаются с использованием приемов и методов,
аналогичных применяемым при решении иррациональных уравнений.

Задача

При решении иррациональных неравенств будем выполнять равносильные преоб-
разования, учитывая следующие утверждения:

Если n – нечетное натуральное число, то неравенство )()( xgxf <  равно-
сильно неравенству .))(())(( nn xgxf < .

Если функции  f  и g неотрицательны на множестве M и n – ненулевое
натуральное число, то неравенство )()( xgxf <  равносильно неравенству

nn xgxf ))(())(( <  на множестве M.

Если функции f и g отрицательны на множестве M и ,, ∗∈Nnn  – четное
число, то неравенство )()( xgxf <  равносильно неравенству nn xgxf ))(())(( >
на множестве M.

амечание

Решите на множестве R неравенство:

a) ;31 <−x       б) ;31 ≥−x       в) ;31 −>−x       г) .31 −≤−x

Решение:

a) .101
10
,1

91
,1

3)1(

,01
31

22
<≤⇔

⎩
⎨
⎧

<
≥⇔

⎩
⎨
⎧

<−
≥⇔

⎩
⎨
⎧

<−
≥−

⇔<− x
x
x

x
x

x

x
x  Ответ: ].10,1[=S

б) .10
10
,1

3)1(

,01
31

22
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≥
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≥−
≥−

⇔≥− x
x
x

x

x
x      Ответ: ).,10[ ∞+=S

в) .10131 ≥⇔≥−⇔−>− xxx      Ответ: ).,1[ ∞+=S

г) .31 ∅=⇔−≤− Sx      Ответ: .∅=S

Задание
с решением

12. Применяя наиболее эффективный метод, решите на множестве R уравнение:

a) ;7243 +++=+++ xxxx б) ;6
2020 =−++

x
x

x
x

в) ;21212 =−−−−+ xxxx г) ;1168143 =−−++−−+ xxxx

д) ;41719 33 =++++− xx е) .6253)1)(4( 2 =++−++ xxxx

13*. Решите на множестве R уравнение:     a) ;14)1()1( 222 nnn xxx −⋅=−++           б) .
314

22 xxxxxxx
=

+−
−

++
14. Составьте иррациональное уравнение, которое:

a) не имеет решений;          б) имеет одно решение;          в) имеет два решения.

15. Составьте иррациональное уравнение, решениями которого являются числа 4 и –1.

16*.  Исследуйте! Решите на множестве R уравнение, где a – действительный параметр:

a) ;5)(4)( 3 223 23 2 xaxaxa −⋅=−⋅++ б) .xaax −=+

17. (  2012) Найдите действительные значения параметра m, при которых уравнение

xmmmmxx −=++− 22 22  имеет единственное действительное решение.

C1
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 Иррациональные неравенства вида )()( xgxf ≥
Учитывая свойства корней и неравенств, получаем:

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

≥
≥

⎩
⎨
⎧

<
≥

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
≥
≥

⎩
⎨
⎧

<
≥

⇔≥

).()(

,0)(

;0)(
,0)(

)()(

,0)(
,0)(

;0)(
,0)(

)()(

2
2 xgxf

xg

xg
xf

xgxf

xg
xf

xg
xf

xgxf

В некоторых случаях удобнее решать смешанную совокупность 
⎢
⎢
⎣

⎡

>
=

),()(

),()(

xgxf

xgxf

равносильную исходному неравенству.

амечание

 Иррациональные неравенства вида )()( xgxf ≤
На основании свойств радикалов и неравенств делаем вывод, что

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
≥
≥

⇔≤
).()(

,0)(
,0)(

)()(
2 xgxf

xf
xg

xgxf

В некоторых случаях удобнее решать смешанную совокупность 
⎢
⎢
⎣

⎡

<
=

),()(

),()(

xgxf

xgxf

равносильную исходному неравенству.

амечание

 Иррациональные неравенства вида 0)()( 2 <n xfxg

Учитывая свойства корней и неравенств, получаем: 
⎩
⎨
⎧

>
<⇔<

0)(
,0)(

0)()( 2

xf
xg

xfxg n

амечание Из второй системы исключено неравенство ,0)( ≥xf  так как оно следует из
третьего неравенства этой системы.

Решим на множестве R неравенство .213 xx >+
Решение:

.1,
3
1

)1,0[

,0,
3
1

413

,02

;013
,02

213

2

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈⇔

⎢
⎢

⎣

⎡

∈

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>+
≥

⎩
⎨
⎧

≥+
<

⇔>+ x

x

x

xx

x

x
x

xx  Ответ: .1,
3
1 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=S

Задание
с решением

Рассмотрим основные методы решения некоторых видов иррациональных нера-
венств.

 Иррациональные неравенства вида )()( xgxf <
Учитывая свойства корней (радикалов) и неравенств, имеем:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥
>

⇔<
).()(

,0)(
,0)(

)()(
2 xgxf

xf
xg

xgxf

 Иррациональные неравенства вида )()( xgxf >
Используя свойства корней и неравенств, получаем:

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>
≥

⎩
⎨
⎧

≥
<

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≥
≥

⎩
⎨
⎧

≥
<

⇔>

).()(

,0)(

;0)(
,0)(

)()(

,0)(
,0)(

;0)(
,0)(

)()(

2
2 xgxf

xg

xf
xg

xgxf

xf
xg

xf
xg

xgxf

Задание
с решением

.25
5
,2

05
,02

05)2( <<−⇔
⎩
⎨
⎧

−>
<⇔

⎩
⎨
⎧

>+
<−⇔<+− x

x
x

x
x

xx

Ответ: ).2,5(−=S
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Пример
Решим на множестве R неравенство .1212 ≥−−+ xx

Решение:
ОДЗ: ).,2[ ∞+∈x  Заданное неравенство равносильно неравенству .2112 −+≥+ xx

Обе части этого неравенства неотрицательны на ОДЗ. Значит, возведем в квадрат и

получим равносильное неравенство .222 +≤− xx

).,2[
012

,2

)2()2(4

,02
,02

222 2
2

∞+∈⇔
⎩
⎨
⎧

≥+
≥⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+≤−
≥+
≥−

⇔+≤− x
x

x

xx

x
x

xx

Учитывая ОДЗ, получим решения ),2[ ∞+∈x  исходного неравенства.

Ответ: ).,2[ ∞+=S

C1

12.  Работайте в парах! Впишите действительное число, затем решите на множестве R полученное неравенство:

a) ;4 xx ≥+⋅              б) <−− 432 xx ;1+⋅ x              в) +⋅>−− xxx 323 2 .

13*. Составьте иррациональное неравенство, которое на множестве R:
a) имеет одно решение; б) имеет два решения;
в) не имеет решений; г) имеет множеством решений промежуток вида (a, b).

B1

Решите на множестве R неравенство (4–9):

4. a) ;53102 −>+ xx б) ;342 −<− xxx

в) ;4652 +≥+− xxx г) );1(3)1)(4( +≤+− xxx

д) ;23 3 xxx ≥− е) .213 3 xx +≤+

5.  Работайте в парах!     a) ;0
9

853
2

2

≥
−

+−
x

xx

б) ;0
16

8)1(
2

≥
−

−−
x

xx                в) .01)3( 32 ≤−− xxx

6. a) ;423 −+≤+ xx б) ;23131 33 >−++ xx

в) ;163)4( 22 −≤−− xxx г) .4223 +≤−++ xxx

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

Решите на множестве R неравенство:

1. a) ;21 ≥+x б) ;21 ≤+x в) ;21 −≥+x г) .21 −≤+x

2. a) ;132 >+x б) ;21 ≤− x в) ;332 −≤− xx

г) ;5232 −≥+− xx д) ;1
21

23 ≤−
+

x
x е) .223 −>+x

3. a) ;01 <+xx б) ;01 ≤+xx в) ;01 >+xx г) .01 ≥+xx

 Запомните!

Аналогично поступим в случаях, когда знак „<“ будет заменен на „>“, „ ≥ “, „ ≤ “.

При решении иррациональных неравенств будем использовать те же методы,
что и при решении иррациональных уравнений: возведение обеих частей не-
равенства в натуральную степень, применение вспомогательных неизвестных,
выделение полного квадрата (куба) в подкоренных выражениях и др.

7. a) ;04)1( 22 ≥−− xx б) .01)12( 32 ≤−−− xxx

8. a) ;1
205 2

≥−−
x

xx
б) ;2

2
12 <−

+
x

x

в) .
1

1

2

1
xx −<

+

9. a) ;311122 >++ xx б) ;
12
7

1
12

12
1 ≥−

+−+
−

x
x

x
x

в) .7353 22 xxxx −+≥+−

10. (  2021) Решите на множестве R неравенство

.421 +<− xx

11. Решите на множестве R неравенство

043 ≤−− xx , предложенное в начале п. 3.5).



139

М
О
Д
УЛ

Ь

7Элементарные функции. Уравнения. Неравенства. Системы. Совокупности

§4 Показательная функция. Показательные уравнения.
Показательные неравенства

4.1. Показательная функция
Во время цепной ядерной реакции вместо  каждого свободного

нейтрона через l секунд возникают n других свободных нейтро-
нов. Величины l и n зависят от вещества и среды, в которой
происходит реакция. Было выявлено, что количество K сво-
бодных нейтронов в момент времени t оценивается по формуле

,/)1(

0

lteKK −⋅= ν  где K0 – количество свободных нейтронов в момент
времени ,00 =t  e – постоянная Л.Эйлера ( 7,2≈e ). Функция вида

,
1

,)(,: *

l
etff t −==→ +

νµµRR  применяемая в этих расчетах,

является показательной функцией.

пределение Показательной функцией называется функция ,: *
+→ RRf  ,)( = axf x  где

.1,* ≠∈ + aa R

Например, ,
3
1

)(,2)(,:,
x

x* xgxfgf ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛==→ +RR  – показательные функции.

Случай 1=a  исключаем из рассмотрения, так как получаем постоянную функцию
,1)( =xf  свойства которой совершенно отличаются от свойств показательной

функции.

амечание

В силу монотонности показательной функции верны следующие равносильности:
),1,,( >∈>⇔> aaa Rβαβαβα

),10,,( <<∈<⇔> aaa Rβαβαβα

),1,,,( ≠∈∈=⇔= ∗
+ aaaa RRβαβαβα

которые применяются при решении показательных уравнений и неравенств.

5° Показательная функция не является ни четной, ни

нечетной, поскольку 
x

x

a
axf

1
)( ==− −   и существует

0x  такое, что ).()( 00 xfxf ±≠−
6° Показательная функция не является периоди-

ческой, так как она строго монотонна на мно-
жестве R.

амечание

Основные свойства показательной функции:

y

xO

1
fG

y

xO

1
fG

10 << a 1>a

Рис. 7.11

1° .)( R=fD

2° .)( ∗
+= RfE

В самом деле, согласно свойствам степе-
ни с действительным показателем извест-
но, что 0>xa  для любого действитель-
ного x. Следовательно, .)( *

+⊆ RfE  Спра-
ведливо и обратное включение.

3° Из свойства 2° следует, что показательная функция
не имеет нулей. Ее график пересекает ось Oy в точке
(0; 1), так как 10 =a  для всех a > 0.

4° В силу свойств сравнения степеней с одинаковым
основанием и с произвольным действительным пока-
зателем (модуль 3, § 2) следует, что показательная
функция строго возрастает на множестве ,R  если

,1>a  и строго убывает на ,R  если .10 << a

7° Показательная функция не имеет локальных
экстремумов.

8° Показательная функция обратима.
9° График показательной функции ,: → ∗

+f RR
1,0,)( ≠>= aaaxf x  изображен на рисунке

7.11.
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Показательная функция применяется в различных областях. Например:
– в физике: рост числа свободных нейтронов в ядерной реакции происходит

экспоненциально;
– в географии: изменение атмосферного давления в зависимости от высоты носит

экспоненциальный характер;
– в социологии: увеличение или уменьшение населения страны, как правило,

происходит экспоненциально;
– в политике: увеличение или уменьшение числа последователей политической

партии также экспоненциально;
– в биологии: размножение бактерий описывается показательной функцией;
– в экономике: в предпринимательской сфере, в финансово-банковской сфере и т. д.

Таким образом, предприниматели, бизнесмены, специалисты, работающие в
сфере финансов, науки и даже в сфере политики, для наблюдения тенденций к сни-
жению или повышению показателей на рынках, в продажах, инвестициях, кредитах,
результатах опросов и т. д., применяют две функции:

1) Показательная функция экспоненциального спада (уменьшения), определяемая

по формуле ,
100

1
x

b
ay ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −=  где y – количество, оставшееся после спада за опреде-

ленный период времени, a – начальная сумма, b % – процентное изменение, x –

период времени, 
100

1
b−  – коэффициент уменьшения.

2) Показательная функция экспоненциального роста, определяемая формулой

,
100

1
x

b
ay ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=  где y – конечная сумма, полученная за определенный период

времени, a – начальная сумма, b % – процентное изменение, x – период времени,

100
1

b+  – коэффициент роста.

На рисунке 7.12 изображены графики функций

.
2
1

)(,2)(,:, 21

*

21

x

x xfxfff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛==→ +RR

Используя эти графики, определите свойства

функций 
1f  и 

2f .

 Задание

1. Сравним числа 35  и .5 5,2

Решение:
Так как функция ,5)(,: xxff =→ ∗

+RR

строго возрастает, а ,5,23 >  то .55 5,23 >

2. Сравним с 1:   a) ;5
1 5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛           б) .)12( 2
3−

−
Решение:

a) 
5

5
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛  – это значение показательной функции ,
5
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ ∗
+RR  в точке

.050 >=x  Так как основание этой функции меньше 1, то .1
5
1

5

<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

б) 2
3

)12(
−

−  – это значение показательной функции ,)12()(,: xxff −=→ ∗
+RR

в точке  .0
2
3

0 <−=x

Так как основание этой функции меньше 1, то .1)12( 2
3

>−
−

Задания
с решением

y

xO 1 2–1–2

Рис. 7.12

4

3

2

1

1f
G

2fG
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4.2. Показательные уравнения

Допустим, что 3 января 2024 года ученик Х класса положил на счет в банке один
лей под 10% годовой прибыли. Через сколько лет он станет миллионером?

Решение:
Через 1 год на счету у ученика будет 1,11,01 =+  (лея), а через 2 года будет

21,121,111,01,1 ==+  (лея) и т. д. Пусть x – соответствующее количество лет. Состав-
ляем уравнение: .00000011,1 =x

Полученное уравнение является показательным уравнением.

Будем называть показательным уравнением такое уравнение, показателем степени
которого является выражение, содержащее неизвестное, а основание степени –
положительная постоянная, отличная от 1.

Например, 2044,535,82 2212 =−=⋅= − xxxxx  – показательные уравнения.
Решение показательных уравнений основано на следующей теореме:

Задача Текущее количество подписчиков сайта составляет 2 500. Определите, через
сколько месяцев число подписчиков составит 100000, если ежемесячный темп
роста составляет 20 %.

Решение:
Имеем .000100%,20%,5002 === yba  Применим функцию экспоненциаль-

ного роста, чтобы узнать количество месяцев.

Таким образом, 
x

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=
100
20

15002000100  или .)2,1(40 x=

Следовательно, решение задачи свелось к решению показательного уравнения
.40)2,1( =x

Решением этого уравнения является .5,20
2,1ln

40ln
40log 2,11 ===x

Ответ: 20,5 месяцев.

Задача

Рассмотрим методы решения некоторых видов показательных уравнений.

 Показательные уравнения вида R∈baaaba xf ,1,0,,)( ≠>=
1) Пусть f (x ) = x. Уравнение ba x =  называется простейшим показательным урав-

нением. Возможны следующие частные случаи.

a) .0≤b  Уравнение ba x =  не имеет решений.

б) 0>b  и ., R∈= ααab  Тогда .αα =⇔=⇔= xaaba xx

Пример. .255255 2 =⇔=⇔= xxx      Ответ: }.2{=S

в) 0>b  и b не представлено в виде степени a. В этом случае применяем основное
логарифмическое тождество .log baab =  На основании теоремы 4 получим:

.loglog bxaaba a

bxx a =⇔=⇔=
Пример. .12log33123 3

12log3 =⇔=⇔= xxx      Ответ: { }.12log3=S

2) Аналогично поступаем при решении уравнений вида ,)( = ba xf  ,0>a  ,1≠a
., R∈ba

Пример. .10log10log22log125525 555

2log1212 5 =⇔=⇔=−⇔=⇔= +− xxxxx

еорема 4 Если 0>a  и ,1≠a  то уравнения )()( xgxf aa =  и )()( xgxf =  равносильны.

Докажите теорему 4. Задание
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 Запомните!

 Показательные уравнения вида ,1,0,,)()( R∈aaaaa xgxf ≠>=  равносильны
(согласно теореме 4) уравнению ).()( xgxf =

Пример. .0)1(0112,02,0 2232311 23

=−⇔=−⇔−=−⇔= −− xxxxxxxx

Ответ: }.1;0{=S

 Показательные уравнения, решаемые методом разложения на множители

Пример. Решим на множестве R уравнение .024612 =−−+ xxxx

Решение:
ОДЗ: .R∈x

Группируя слагаемые, получаем:
⇔=−−+ 024612 xxxx ⇔=+−+ 0)24()612( xxxx

⇔=+−+⋅⇔ 0)22()662( 2 xxxxx ⇔=+−+ 0)12(2)12(6 xxxx .0)26)(12( =−+ xxx

Значит, 026 =− xx  или ,012 =+x  откуда xx 26 =  или .12 −=x

Решением уравнения xx 26 =  (или 13 =x ) является ,0=x  а второе уравнение не
имеет решений.

Ответ: }.0{=S

 Показательные уравнения вида 0)( =xaf  решаются методом введения
вспомогательного неизвестного ,0, >= ttax  которым заданное уравнение приводят
к уравнению вида .0)( =tf

Пример. Решим на множестве R уравнение .3329 =⋅− xx

Решение:

ОДЗ: .R∈x  .0332)3(3329 2 =−⋅−⇔=⋅− xxxx  Пусть .0,3 >= ttx  Получаем
уравнение ,0322 =−− tt  имеющее решения .1,3 21 −== tt  Из них только .031 >=t

Значит, решаем уравнение 33 =x  и получаем .1=x
Ответ: }.1{=S

Некоторые показательные уравнения, у которых основания степеней различны,
а показатели соответствующих степеней равны, можно решать методом введения
вспомогательного неизвестного после деления обеих частей уравнения на одну
из этих степеней.
Такие уравнения имеют вид .,,,,,022 ∗

+
∗ ∈∈=⋅+⋅+⋅ RR bapnmbpbanam xxxx

Пример. Решим на множестве R уравнение .0272188 =⋅−+ xxx

Решение:
ОДЗ: .R∈x  Разделим обе части уравнения на 8

x
 и получим уравнение

уравнение .0
2
3

2
2
3

1
32

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛+
xx

 Пусть .0,
2
3 >=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ tt

x

 Тогда:

⇔=−− 012 23 tt ⇔=++− 0)12)(1( 2 ttt .1=t  Значит, .01
2
3 =⇔=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ x

x

Ответ: }.0{=S

 Показательные уравнения, решаемые методом логарифмирования

Пример
1. Решим на множестве R уравнение .34 12 xx =−

Решение:
ОДЗ: .R∈x  Логарифмируя это уравнение по основанию 10, получаем уравнение

,3lg4lg)12( xx =−  равносильное исходному. Откуда .
3lg16lg

4lg

−
=x

Ответ: .
3lg16lg

4lg

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
=S
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Упражнения и задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1.  Исследуйте!  Истинно или ложно?

a) Функция ,)5,1()(,: xxff =→RR  строго возрастает на R .

б) Функция ,
4
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR  строго убывает на R .

в) Функция ,3)(,: xxff −=→RR  строго возрастает на R .

г) Функция ,
2
1

)(,:
x

xff
−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR  строго убывает на R .

2. a) Постройте в одной системе координат графики функций ,3)(,: xxff =→RR  и .
3
1

)(,:
x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

б) Определите свойства функции f и g.

3. Даны точки ).1;0(),4;2(),2;1(),1;0(),2;1( −−−− EDCBA  Определите, какие из них принадлежат графику
функции:

a) ;2)(,: xxff =→RR                       б) .
2
1

)(,:
x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

4.  Работайте в парах!  Впишите один из знаков > или <, чтобы полученное высказывание стало истинным:

a) 32   ;2 5         б) 
5,1

5
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛   ;
5
2

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛       в) 35   ;5 2       г) 3)1,0(   ;)1,0( 5       д) 53−   .3 7−

5.  Исследуйте!  Найдите истинностное значение высказывания.

a) Точка )8;1(A  принадлежит графику функции .2)(,: 3xxff =→RR

б) Точка )1;0(B  принадлежит графику функции .
3

1
)(,:

2 x

xgg ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
=→ RR

в) Точка )9;1(−C  принадлежит графику функции .3)(,: 2xxhh =→ RR

6. Дополните рамку, чтобы полученное высказывание было истинным:

„Если ,,3 ∗
+∈= Raax то =+ 23x ”.

2. Решим на множестве R уравнение .43 56 xx

=
Решение:

ОДЗ: .R∈x  Логарифмируя это уравнение по основанию 10, получаем .4lg53lg6 xx =

Вновь логарифмируя, получаем: ⇔+=+ 4lglg5lg3lglg6lg xx .
5lg6lg

3lglg4lglg

−
−=x

Ответ: .
5lg6lg

3lglg4lglg

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=S

 Некоторые показательные уравнения решаются с применением свойств функ-
ций, представляющих соответственно левую и правую части уравнения.

Пример. Решим на множестве R уравнение .145 +−= xx

Решение:
ОДЗ: .R∈x  Подбором находим решение .0=x  Так как функция  f , заданная

формулой ,5)( xxf =  строго возрастает на множестве R, а функция g, заданная
формулой ,14)( +−= xxg  строго убывает на множестве R, то графики этих функций
могут пересечься не более одного раза. Итак, уравнение имеет только одно ре-
шение .0=x

Ответ: }.0{=S

È Ë

È Ë
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B

7. Постройте график функции:

a) ;2)(,: 1+=→ xxff RR                б) ;2)(,: 1−=→ xxff RR                в) .2)(,: 2 xxff =→ RR

8.  Работайте в парах!  Постройте график функции:

a) ;
2
1

)(,:
1+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→
x

xff RR                б) ;
2
1

)(,:
1−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→
x

xff RR                в) .
2
1

)(,:
2x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

9.  Работайте в парах!  Бактерия размножается посредством деления клеток.

a) Задайте функцию, описывающую этот процесс.
б) Определите, сколько бактерий будет в результате 6-го деления.
в) Сколько бактерий будет в результате 50-го деления?

10. Текущее число последователей политической партии составляет
360000. Узнайте, каково будет ежегодное процентное снижение,
если через 3 года количество последователей составит 45 000.

11. Предприниматель вложил в строительство 120 000 у.е.
с капитализацией сроком на 3 года.
Определите, какую сумму он получит, если годовой темп роста
составляет 8 %.

C

12. Постройте в одной системе координат графики функций ,3)(,: ||xxff =→RR  и .
3
1

)(,:
||x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

Что вы заметили?

13.  Исследуйте!  Определите, какие из указанных чисел больше 1 и какие – меньше 1:

a) ;
4
1

3

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛           б) ;)2( 2
1

          в) ;23
1

          г) ;5
1

π           д) ;)13( 2
3−

−           е) .
5
1

5−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

1. Постройте график и определите свойства функции RR →:f :

a) ;4)( xxf = б) ;5,1)( xxf = в) ;
5
2

)(
x

xf ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= г) ;4)( xxf −=

д) ;3)( 1−= xxf е) ;13)( −= xxf ж) .31)( xxf −=

2. Определите значение а )1,0(( ∈a  или )1>a , если известно, что:

a) ;2 aa >                  б) ;25,0 −− −< aa                  в) .77,2 aa <

3.  Исследуйте!  Сравните числа:

a) 2)2(  и ;)2( 3,1                     б) 3)3,0( −  и .)3,0( 8,1−

4. Найдите значения x, при которых функция RR →:f  принимает значения меньше 1, если:

a) ;)55()( xxf =                     б) ;)5,0()( xxf =                     в) .3)(
x

xf −=

5. (  2012) Дана функция .)(,:
2xexff =→ RR  Запишите в рамку одно из понятий четная, нечетная или ни

четная, ни нечетная, чтобы полученное выражение было истинным:

„Функция  f   ”.

6. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;000110 =x б) ;644 =x в) ;8
2
1 =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

x

г) ;
25
1

)2,0( =−x д) ;00000011,1 =x

е) ;497 3=x ж) ;813 22 −=+x з) ;12111 1 =+x и) .02,0
2

=+ xx

Реальный профиль

A1
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Решите на множестве R  уравнение (7–10):

7. a) ;
9
4

2
3

4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
x

б) ;1512 1 =+x в) .
64

125
8
25

5
2

11

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−− xx

8. a) ;
32
1

8
1

2
1

11 22 −−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
xx

б) ;
4
1

2
1

)5,0(
2

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅
x

x в) .4164
23 1 xx =⋅+

9. a) ;77232 21 =⋅+ −+ xx б) ;472744 113 −++ =⋅+⋅− xxxx в) .53533 3642 ++++ −=⋅+ xxxx

10.  Работайте в парах!

a) ;27239 =+ xx б) ;034416 =+⋅− xx в) .012322 2 =+⋅+⋅
x

x

11.  Исследуйте! При каких значениях x функции  R→Dgf :, , ,)25,0()(,)2()( 2−== xx xgxf  принимают

равные значения?

12.  Исследуйте! При каких значениях x функция R→Df :  принимает значения больше, чем 1, если:

a) ;
2

1)(
x

xf ⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛=                            б) .2)( 2

x

xf =

Решите на множестве R  уравнение (13-21):

13. a) ;
65536

625
64
25

5
4

22

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
xx

б) .
125
27

9
25

)6,0(
3122

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅
−x

x

14. a) ;75357355 22 xxxx +⋅=⋅+ б) .3234 5,0125,1 +−+ =+− xxxx

15. a) ;0393681 31 22

=+⋅− −− xx б) .0428 1 =−− +xx

16. a) ;4)32()32( 1212 =−++ ++ xx б) .10625625

22

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
xx

17.  Работайте в группах!

a) ;0252104 =⋅−+ xxx б) ;5025,42510
112
xxx ⋅=+ в) .02510443 =+⋅−⋅ xxx

18.  Работайте в парах!

a) ;444 |1||3| xxx =+ +− б) .2|55||15| =−+− xx

19. a) ;543 xxx =+ б) ;732 2 =−
x

x в) .123
5
2 2 −+−=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ xx

x

20. a) ;3226 22log)3( 2
6 =⋅ −+ xxx б) ;2737 33log)2( 2

7 =⋅ +− xxx в) .132373
3

=⋅
+
x

x
x

21. (  2016) Решите на множестве R  уравнение .824 63 ⋅= −−− xx

B1

C1

22. Решите на множестве R  уравнение: .8128)(8128)( 222222 xxxx xxxx ⋅−− ⋅+⋅−=⋅+⋅−

23. (  2014) Найдите действительные значения параметра a, при которых уравнение 0
1

)2)(3( =−
−−

x

xax

имеет действительное решение.

24.  Решите на множестве R уравнение, где a – действительный параметр:

a) ;0252625 |1||1| =+⋅− ++ axx б) ;42743 22 −− ⋅=−+⋅ xx aa в) .522 =+⋅ − xxa

25. Составьте показательное уравнение, которое:
a) не имеет решений;          б) имеет одно решение;          в) имеет два решения.
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1. Решим на множестве R неравенство .42 13 <−x

Решение:
).1,(2132242 21313 −∞∈⇔<−⇔<⇔< −− xxxx

Ответ: ).1,(−∞=S

2. Решим на множестве R неравенство .
3
1

3
1

22 xx −+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

Решение:

.,
3
2

2322
3
1

3
1

22

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−∈⇔−>⇔−>+⇔⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−+

xxxx
xx

Ответ: .,
3
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−=S

Примеры

4.3. Показательные неравенства

Решите на множестве R неравенство .3262 2222 ++ ⋅+< xxx

Это неравенство является показательным неравенством.
Будем называть показательным неравенством неравенство, в котором показатель

степени является выражением, содержащим неизвестное, а основание степени –
положительная постоянная, отличная от 1.

Например, неравенства 08329,93 ≤−⋅−< xxx  являются показательными.
Рассмотрим основные методы решения некоторых видов показательных неравенств.

 Показательные неравенства вида R∈≠>< aaaaa xgxf 1,0, ,)()(

Решение неравенств этого вида основано на теореме 5.

Задача

еорема 5 Если ,1>a  то неравенство )()( xgxf aa <  равносильно неравенству ).()( xgxf <
Если ,10 << a  то неравенство )()( xgxf aa <  равносильно неравенству ).()( xgxf >

Доказательство этой теоремы основано на свойстве 4° (п. 4.1) показательной функ-
ции .1,0,)(,: ≠>=→ ∗

+ aaaxff xRR

Аналогично решают неравенства вида: ,,, )()()()()()( xgxfxgxfxgxf aaaaaa ≥≤>
.,1,0 R∈≠> aaa

При применении тех же методов, что и при решении показательных уравнений,
решение заданного показательного неравенства, как правило, сводится к решению
более простого неравенства вида:

.,1,0,,,, )()()()()()()()( R∈≠>≥>≤< aaaaaaaaaaa xgxfxgxfxgxfxgxf

 Показательные неравенства вида 0)( >xaf  решаются методом введения
вспомогательного неизвестного ,0>= ta x  которое приводит исходное нера-
венство к неравенству вида .0)( >tf

Решим на множестве R неравенство .34216 >⋅+ xx

Решение:

ОДЗ: .R∈x  .0342)4(34216 2 >−⋅+⇔>⋅+ xxxx

Пусть .04 >= tx  Получаем неравенство 0322 >−+ tt , имеющее множество
решений ).,1()3,(1 ∞+−−∞= US  То есть, ).,1()3,( ∞+−−∞∈ Ut

Пример

амечание При решении показательных неравенств применяются методы, аналогичные тем,
которые применяются при решении показательных уравнений.

Учитывая условие, ,0>t  получаем ),,1( ∞+∈t  или .1>t  Возвращаясь к неизвест-
ному x, получаем ,14 >x  или .44 0>x  Значит, ,0>x  или ).,0( ∞+=S

Ответ: ).,0( ∞+=S

Аналогично решаются неравенства вида .0)(,0)(,0)( ≤<≥ xxx afafaf
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B1

Решите на множестве R неравенство (2–4):

2. a) ;020525 ≤−− xx б) ;10
5
1

5
1

12

+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛>⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+ xx

в) .0147,0549,0 11 ≥−⋅− ++ xx

3.  Работайте в парах!

a) ;273,00001 11 ≥⋅ −+x б) ;)10(log)4(lg 2
4

52 xx −− <

в) ;)225(1553 31222 −+−+− ⋅>⋅ xxx г) .3656,0 33 xx −− ⋅<

4. a) 2222 3262 ++ ⋅+< xxx  (предложенное в начале п. 4.3);

б) ;
14,0

1

54,0

1
1 −

<
+ +xx в) ;1522 22 >− −+ xx г) ;032188 3 ≤⋅−+ xxx

д) ;02252 12 >+⋅−+ xx е) ;
16
49

7
4

7
4

222 63613 xxx −+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ж) .068764 ≥+⋅− xx

5. (  2017) Решите на множестве R неравенство .
2
3

4
9

12

≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−− x

6. (  2023) Решите на множестве R неравенство .2825,0 3 xx ⋅≤+

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Решите на множестве R неравенство:

a) ;366 3 >−x б) ;
125

1
5
1

4

<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+x

в) ;15
2

>+ xx г) ;02 82

>+−xx

д) ;43,0 5 −<+x е) ;)10(01,052 32−⋅≤⋅ xxx ж) .55222 31432 +++++ −>−− xxxxx

C1
Решите на множестве R неравенство (7–8):
7. a) ;2551 || 2

<< −xx б) ;5|13||13||23| −+≥−−− xxx в) .0381826 ||2||||2 >⋅−⋅− xxx

8. a) ;9339 2 −≤− + xxx б) .964 15,1 ++ >+ xxx

9. Составьте показательное неравенство, множеством решений которого является промежуток  ].2,3(−
10*. Решите на множестве R неравенство, где а – действительный параметр:

a) ;0242 112 >⋅−⋅− ++ xx aa б) .
21

1

1 x

x

x

x

a

a

a

a
−

−

+
+>

−

.

§5 Логарифмическая функция. Логарифмические уравнения.
Логарифмические неравенства

5.1. Логарифмическая функция

Известно, что показательная функция для }1{\*

+∈Ra  обратима. Обратная пока-
зательной функции называется логарифмической функцией. Другими словами,
справедлива равносильность: .1,0,0,log ≠>>=⇔= aaxxaxy y

a

Логарифмической функцией называется функция ,: * RR →+f  ,log)( = xxf a

.1,* ≠∈ + aa R
пределение

Например, ,:, *

21 RR →+ff  ,log)( 31 xxf =  ,log)(
22 xxf =  являются логарифми-

ческими функциями.
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В силу монотонности логарифмической функции верны следующие равносиль-
ности (для :)1,,, * ≠∈ + aa Rβα

,loglog βαβα >⇔> aa  ,1>a

,loglog βαβα <⇔> aa  ,10 << a  
,loglog βαβα =⇔= aa

которые применяются при решении логарифмических уравнений и неравенств.

амечание

y

xO 1

fG

y

xO 1

fG10 << a 1>a

Рис. 7.13

Большинство свойств логарифмической функции выводятся из свойств показа-
тельной функции с тем же основанием.

1° ,)( *
+= RfD  так как множество D( f ) совпадает с областью значений показа-

тельной функции.

2° R=)( fE  – область определения показательной функции.

3° Логарифмическая функция принимает значение 0 только в точке ,10 =x  так как
.10log 0 =⇔= xxa  Ее график не пересекает ось Oy, поскольку .)(0 fD∉

4° Логарифмическая функция строго возрастает (убывает) на ,∗
+R  если основание

),1( ∞+∈a  (соответственно ∈a (0, 1)).
Действительно, для 1>a  и ,21 xx >  в силу основного логарифмического тож-
дества, имеем .21 loglog xx aa aa >
Так как показательная функция строго возрастает (убывает) на ,R  при 1>a

(соответственно )10 << a , то: 21 loglog xx aa >  (соответственно ).loglog 21 xx aa <
5° В силу монотонности следует, что при 1>a  логарифмическая функция прини-

мает положительные значения для ),1( ∞+∈x  и отрицательные для ).1,0(∈x

Если ,10 << a  то логарифмическая функция принимает положительные значения
для )1,0(∈x  и отрицательные для ).,1( ∞+∈x

Действительно, для 1>a , на основании монотонности, имеем:
.11loglog0log >⇔>⇔> xxx aaa

Аналогично доказываются остальные случаи.

6° Так как множество ∗
+R  не симметрично относительно начала координат, то

логарифмическая функция не является ни четной, ни нечетной.

7° Логарифмическая функция не является периодической, поскольку она строго
монотонна на множестве .*

+R

8° Логарифмическая функция не имеет локальных экстремумов, так как она строго
монотонна на множестве .*

+R

9° Логарифмическая функция биективна, значит, является обратимой. Обратная к
логарифмической функции – это показательная функция с тем же основанием.

10° График логарифмической функции ,1,0,log)(,: * ≠>=→+ aaxxff aRR  изо-
бражен на рисунке 7.13.

 Запомните!
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Даны функции .
2
1

)(,:;2)(,: 2211

x

x xffxff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→=→ ∗
+

∗
+ RRRR

a) Построим графики логарифмических функций:

,log)()(,: 2

1

11

*

1 xxfxgg ==→ −
+ RR  ).(log)()(,:

2
1

1

22

*

2 xxfxgg ==→ −
+ RR

б) Построим в одной декартовой системе координат графики функций .,,, 2121 ggff

Решение:

y

xO 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

–1

–2

–3
Рис. 7.14

xy 2log=

yx 2=

1gG

2gG

Рис. 7.15

y

x

–1

–2

1

2

21–1–2 O

1f
G

2fG

1gG

2gG

Задание
с решением

x
8
1

4
1

2
1

1 2 4 8

xxg 21 log)( = –3 –2 –1 0 1 2 3

xxg
2

12 log)( =
3 2 1 0 –1 –2 –3

a) Составим таблицу значений для функций 1g  и :2g

Графики функций ,1g 2g  изображены на рисун-
ке 7.14.

б) Графики функций 2121 ,,, ggff  изображены на ри-
сунке 7.15.
Замечаем, что графики функций 1f  и ,1g  2f  и 2g

симметричны относительно биссектрисы I и III чет-
вертей.

Применение логарифмов и логарифмических функций в различных областях

В химии: при нахождении pH жидких веществ.

В сейсмологии: при измерении силы подземных толчков
по шкале Рихтера.

В физике: при измерении количества децибелов громкости
звуков.

В астрономии: свечение небесного тела; вычисление мнимой силы свечения
небесного тела.

В биологии: формула молекулы ДНК; раковины улиток и морских моллюсков
образованы из частей, подобных графикам логарифмических функций.

Сравним:   a) 2log
3

 с ;7log9                б) 3log
2
1  с .5log7

Решение:
a) Преобразуем эти выражения, чтобы получить логарифмы по одному и тому

же основанию:
,4log2log22log 333

==              .7log7log
2
1

7log 339 ==

Так как логарифмическая функция с основанием больше 1 строго возрастает и

,74 >  то .7log4log 33 >  Значит, .7log2log 93
>

б) В силу свойства 5° логарифмической функции имеем 03log
2
1 < , а .05log7 >

Следовательно, .5log3log 7
2
1 <

Задание
с решением
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1. Постройте график и определите свойства функции RR →∗
+:f :

a) ;log)( 5 xxf = б) ;log)( 1,0 xxf = в) ;lg)( xxf = г) .ln)( xxf =

2. Сравните с 0, затем с 1:

a) ;2log3 б) ;2,0log3 в) ;5,0log
3
1 г) .2,0log

2

3. Используя свойства изученных функций, сравните:

a) 8lg  с ;9lg б) 
5
2

log 1,0  с ;41,0log 1,0 в) 
3
1

log5  с .
10
1

log5

4.  Работайте в парах!  Определите интервалы монотонности, четность или нечетность, множество

значений, локальные экстремумы функции, заданной формулой .2log)( 3,1 −= xxf

10. Постройте график функции :      a) |;|log)(,: 2 xxff =→∗
+ RR                б) .|log|)(,: 2 xxgg =→∗

+ RR

C

Реальный профиль

A1

5. Найдите значение x, при которых существует логарифм:
a) );4(log 2

2
1 +x           б) );65(log 2

3 −+− xx           в) );1lg( 2x−           г) );1(log −xx
          д) ;log 2

1 xx+           е) ).2ln( x−

6.  Работайте в парах!

a) Постройте график функции .lg1)(,: xxff +=→∗
+ RR          б) Определите свойства функции f.

7. Известно, что pH раствора рассчитывается по формуле pH = –lg[H+]. Концентрация ионов водорода в
чистой воде равна 7101H −+ ⋅=  моль. Найдите pH чистой воды.

8. Формула для расчета сложных процентов имеет вид: ,0

treSS =  где 0S  – сумма денег, вложенная в банк, S –
конечная сумма денег на счете через t лет, в течение которых счет увеличивается, r – годовая процентная
ставка. Человек вложил в банк 3000 у.е. под сложные проценты с годовой процентной ставкой 5%. Опреде-
лите, через сколько лет первоначальная сумма будет увеличена вдвое.

9. Запишите x3log  в виде выражения, содержащего .log9 x

B

Упражнения и задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1.  Исследуйте!  Истинно или ложно? a) Функция ,log)(,: 5 xxff =→∗
+ RR  строго возрастает на ∗

+R .

б) Функция ,log)(,: 5,0 xxff =→∗
+ RR  строго убывает на ∗

+R .

в) Функция ,log)(,:
2

xxff =→∗
+ RR  строго возрастает на ∗

+R .

г) Функция ,log)(,:
3
2 xxff =→∗

+ RR  строго убывает на .∗
+R

2. a) Постройте в одной системе координат графики функций ,log)(,: 3 xxff =→∗
+ RR  и .log)(,:

3
1 xxgg =→∗

+ RR

Что вы заметили?

б) Определите свойства функции f и g.

3.  Исследуйте!  Даны точки ).2;25(),1;5(,1;
5
1

),1;5(),0;1( EDCBA −⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −  Определите, какие из них

принадлежат графику функции:

a) ,log)(,: 5 xxff =→∗
+ RR                   б) .log)(,:

5
1 xxgg =→∗

+ RR

4. Впишите один из знаков > или <, чтобы полученное высказывание стало истинным:

a) 7log2   ;5log2 б) 5,2log
3

  ;2,1log
3

в) 10log 2,0   ;5log 2,0

г) 2,0log
5
1   ;1,0log

5
1 д) 16log

5
  ;20log

5
е) 14,0lg   .1,0lg

È Ë
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10. Определите интервалы монотонности, четность или нечетность, множество значений, локальные экстремумы
функции, заданной формулой:   a) |;1|lg)( 2 −= xxf           б) .|)1(log|)( 2

2
+= xxf

11. Найдите )( fD  функции :: R→Df      a) );2(log)( || += xxf x б) .1|9|lg)( 22 −+−= xxxf

B1

C1

5. Укажите числа, которые больше 1:   .120log;01,1log;5,0log 123321,1 −

6. Сравните 6log
3

 с .5log3

7. При каких значениях x функции R→Dgf :, , ,log)(),1(log)( 33
xxgxxf =−=  принимают одинаковые

значения .

8. Докажите, что функция  f  обратима, и найдите обратную к ней функцию:
a) ;2)(,: 3−∗

+ =→ xxff RR б) ).2(log)(,),2(: 3 −=→∞+ xxff R

9. При каких значениях x функция R→Df :  принимает значения больше 1, если:
a) ;log)( 2,0 xxf = б) ).3lg()( −= xxf

Действительно, ОДЗ выражения )(log)(log xgxf aa +  является множеством ре-

шений системы 
⎩
⎨
⎧

>
>

,0)(
,0)(

xg
xf  а ОДЗ выражения ))()((log xgxfa ⋅  – множеством реше-

ний совокупности систем 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<
<

⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

;0)(
,0)(

xg
xf

xg
xf

  В таких случаях возможно появление посто-

ронних решений. Аналогично может произойти расширение ОДЗ при замене

выражения )(log)(log xgxf aa −  выражением .
)(

)(
log

xg

xf
a

Рассмотрим основные методы решения некоторых видов логарифмических уравнений.
 Логарифмические уравнения вида ∈≠>= Rbaabxfa 1,0,,)(log

Уравнение bxa =log  называется простейшим логарифмическим уравнением.

a) Используя определение логарифма, получаем решение: .bax =
Пример. Для уравнения 2log3 =x  имеем .932 ==x    Ответ: }.9{=S

б) Решим уравнение bxa =log  другим способом. Выражаем b как логарифм по
основанию a и получаем: .log b

a ab =  Тогда ⇔= b

aa ax loglog .bax =
Пример. Для уравнения 2log4 =x  имеем ⇔= 16loglog 44 x .16=x    Ответ: }.16{=S

в) Оба метода могут быть использованы при решении уравнений вида ,)(log = bxfa

.,1,0 R∈≠> baa

Пример. .5
102

,
2
1

312

,012
2)12(log 23 =⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
>⇔

⎩
⎨
⎧

=−
>−⇔=− x

x

x
x

x
x

5.2. Логарифмические уравнения
Будем называть логарифмическим уравнением такое уравнение, в котором выраже-

ние с неизвестным содержится в основании логарифмов и/или под знаком логарифмов.

Например, ,2)13(log3 =−x  1)23(log 2

1 =+−− xxx  – логарифмические уравнения.

В результате замены суммы )(log)(log xgxf aa +  на произведение )),()((log xgxfa ⋅
как правило, расширяется ОДЗ выражения ).(log)(log xgxf aa +

амечание

 Задание • Решите на множестве R уравнение 2)12(log3 =−x  методом,
описанным в б).
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 Логарифмические уравнения, решаемые методом группировки

Пример. Решим на множестве R уравнение .3log)2(log)1(log 2

4

42 xxx −+=−
Решение:

ОДЗ: .1
03

,0)2(

,01
4 >⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
>+

>−
x

x
x

x

 Сгруппировав удобным способом слагаемые, получим:

⇔+=+− 4

422 )2(log3log)1(log xxx ⇔+=− 2

22 )2(log)1(3log xxx ,0472 2 =−− xx

откуда ,4 ОДЗ1 ∈=x  .
2
1 ОДЗ2 ∉−=x

Ответ: S = {4}.

 Логарифмические уравнения вида 0)(log =xf a  решаются методом замены
неизвестного. Заменой txa =log  заданное уравнение сводится к решению уравне-
ний вида ,log ia tx =  где ti являются решениями уравнения f(t) = 0.

Пример. Решим на множестве R уравнение .012)1(log)1(log 3

2

3 =−+++ xx

Решение:

Пусть .)1(log3 tx =+  Тогда получаем уравнение ,0122 =−+ tt  решения которого
.4,3 21 −== tt

Решаем совокупность уравнений ⎢⎣
⎡

−=+
=+

4)1(log
,3)1(log

3

3

x
x

 и получаем: 
⎢
⎢
⎣

⎡

−=

=

.
81
80
,26

x

x

Так как выполненные преобразования равносильны, то эти числа являются ре-
шениями исходного уравнения.

Ответ: .26;
81
80

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Существуют логарифмические уравнения, которые не относятся ни к одному
из представленных видов.

a) Уравнения, содержащие логарифмы по разным основаниям

Пример. Решим на множестве R уравнение .2loglog 34 =+ xx

Решение:

Используя формулу перехода к другому основанию, получаем:

⇔=+ 2
3lg

lg

4lg

lg xx
.10 12lg

3lg4lg2

=x  (Проверьте!)

Ответ: .10 12lg

3lg4lg2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S

еорема 6 Если ,1,0 ≠> aa  то уравнение )(log)(log xgxf aa =  равносильно системе

⎩
⎨
⎧

>
=

0)(
)()(

xf
xgxf

 или 
⎩
⎨
⎧

>
=

.0)(
)()(

xg
xgxf

Пример. Решим на множестве R уравнение ).3(log)1(log 5

2

5 +=+ xx

Решение:

⎢⎣
⎡

=
−=⇔=−−⇔

⎩
⎨
⎧

>+
+=+⇔+=+

.2
,1

02
01

,31
)3(log)1(log 2

2

2

5

2

5 x
x

xx
x

xx
xx

Ответ: S = {–1; 2}.

 Логарифмические уравнения вида )(log)(log xgxf aa =
Решение таких уравнений основано на следующей теореме:
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б) Уравнения, в которых неизвестное содержится как в основании, так и под
знаком логарифмов

Пример. Решим на множестве R уравнение .2)1(log5log 51 =+++ xx

Решение:

ОДЗ: 
⎩
⎨
⎧

≠
−>⇔

⎩
⎨
⎧

≠+
>+

.0
,1

11
,01

x
x

x
x

 Значит, ).,0()0,1( ∞+−∈ Ux

Так как ,
)1(log

1
5log

5
1 +

=+ xx  то: ⇔=++
+ 2)1(log

)1(log
1

5
5

x
x

.41)1(log5 =⇔=+ xx

Ответ: S = {4}.

 Некоторые уравнения, содержащие неизвестное под знаком логарифма, можно
решить при помощи свойств функций, являющихся соответственно правой и левой
частями уравнения.

Пример. Решим на множестве R уравнение .313)2(log6 xx −=+
Решение:

ОДЗ: ).,2( ∞+−∈x  Подбором находим решение x = 4. Так как функция  f, задан-
ная формулой ),2(log)( 6 += xxf  строго возрастает на ОДЗ, а функция g, заданная
формулой ,313)( xxg −=  строго убывает на ОДЗ, то графики этих функций пересе-
каются только в одной точке. Значит, уравнение имеет единственное решение: x = 4.

Ответ: S = {4}.

Рассмотренные методы решения логарифмических уравнений можно классифи-
цировать следующим образом:
a) метод потенцирования, то есть переход от уравнения )(log)(log xgxf aa =  к
уравнению );()( xgxf =
б) метод введения вспомогательных неизвестных;
в) метод логарифмирования, то есть переход от уравнения )()( xgxf =  к урав-
нению ).(log)(log xgxf aa =

амечание

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

Решите на множестве R уравнение (1–4):

1. a) ;4log2 =x б) ;0log
3
1 =x в) ;1log100 =x

г) ;1log 3,0 −=x д) .2log
3

−=x

2. a) ;1)13(log 1,0 −=−x б) ;2)4(log 2

2 =−x в) .6)3(log 2

2
=− xx

3.  Работайте в парах!

a) ;log)2(log 2

33 xx =+ б) );4(log)1(log 1,0

2

1,0 +=−− xxx в) ).2(log)1(log
55

xx =+

4. a) );1lg(5lg)2)1(lg(3 −−=−− xx б) .25lglog4lglog
2
1

2

2
1 +=− xx

Пример. Решим на множестве R уравнение .52 13 =−x

Решение:

.10log
3
1

5log135log135log2log52 2222

13

2

13 =⇔+=⇔=−⇔=⇔= −− xxxxx

Ответ: .10log
3
1

2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S
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еорема 7 Если ,1>a  то неравенство  )(log)(log xgxf aa >           (1)

равносильно системе 
⎩
⎨
⎧

>
>

).()(
,0)(

xgxf
xg

Если ,10 << a  то неравенство (1) равносильно системе 
⎩
⎨
⎧

<
>

).()(
,0)(

xgxf
xf

 Логарифмические неравенства вида R∈≠>> aaaxgxf aa 1,0,,loglog )()(
Решение неравенств этого вида основано на теореме 7.

Пример. Решим на множестве R неравенство ).5(log)13(log 22 xx −>−
Решение:

).5;5,1(
5,1
,5

513
,05

)5(log)13(log 22 ∈⇔
⎩
⎨
⎧

>
<⇔

⎩
⎨
⎧

−>−
>−⇔−>− x

x
x

xx
x

xx

Ответ: ).5;5,1(=S

5.3. Логарифмические неравенства

Решите на множестве R неравенство .15,0
)1(log 1,0 <−x

Решение:
ОДЗ: .101 >⇔>− xx  Учитывая, что это неравенство вида ,1)( <xfa  где ,, 150 <=a

получаем равносильное неравенство ,0)1(log 1,0 >−x  которое является логарифми-
ческим неравенством.

Будем называть логарифмическим неравенством такое неравенство, в котором
выражение с неизвестным содержится в основании логарифмов и/или под знаком
логарифмов.

Например, xxxx 2

2,05 ,06lglg,0)13(log,2log ≤−−≥−<  xx xx 11 log)3(log ++ >−
являются логарифмическими неравенствами.

Рассмотрим основные методы решения некоторых видов логарифмических неравенств.

10. Решите на множестве R уравнение .|2|)83(log3 xx −=−
11*. Решите на множестве R уравнение, где a – действительный параметр:

a) ;0,0,2log >>= xaxax xa                   б) ;1)6lg(lg2 =−− xxa                   в) .lglg)2lg(2lg axx =−+

C1

 Задание

 Логарифмические неравенства вида bxfa <)(log

Решение неравенств этого вида сводится к решению совокупности систем

⎩
⎨
⎧

>
<<

;)(

,10
baxf

a
 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
>

>

.)(

,0)(
,1

baxf

xf
a

Решите на множестве R уравнение (5–6):
5. a) );5lg(3)35lg( 3 xx −=− б) ;04)2(log3)2(log 3

2

3 =−+−+ xx в) .lglg12 2 xx =−

6. a) ;8log3)27(log)113(log 555 +=−+− xx б) ;5,2log2log 2 −=+ xx в) ;8
9

log9log
2

3

2

3
1

=+ x
x

г) ;4)(loglog2 2

4

2

4 =−− xx д) ;12log)12(log4 =⋅+ xx е) ;03log33log3log2 93 =++ xxx

ж) ;025253
2

4
2

2 loglog =⋅ xx з) .2)2(log2)(log 2

22

2 =+−− xxx

7.  (  2014) Решите на множестве R  уравнение .2)34(log =−xx

8. (  2023) Решите на множестве R  уравнение .06
27

log2)(log
2

3

2

3 =−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−− x

x

9. (  2024) Решите на множестве R  уравнение .1)2(log)1(log 22 =−+− xx

B1
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 Логарифмические неравенства вида 10,,logloglog ≠> aaxhxfxf aaa )()()( <±

Используя свойства логарифмов и учитывая ОДЗ исходного неравенства, решение
таких видов неравенств сводится к решению неравенств вида bxfa <)(log  или

).(log)(log xgxf aa <
Аналогично решаются неравенства вида ).(log)(log)(log xhxgxf aaa ≤±
Аналогично решение неравенств вида )(log)(log)(log xhxgxf aaa >±  сводится к

решению неравенств вида bxfa >)(log  или ).(log)(log xgxf aa >

 Логарифмические неравенства вида RR ∈∈< ∗
++ nmbabanmx ,,,,log

Это неравенство равносильно совокупности систем 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>+
>+

⎩
⎨
⎧

<+
<+<

.)(

,1

;)(

,10

anmx

nmx

anmx

nmx

b

b

Пример.

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>++
−>

⎩
⎨
⎧

<++
−<<−

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

+<
>+

⎩
⎨
⎧

+>
<+<

⇔+<⇔< +++

896

,2

;896

,23

)3(8

,13

;)3(8

,130

)3(log8log28log

2

2

2

2
2

333

xx

x

xx

x

x

x

x

x

xxxx

⎢
⎣
⎡

∞++−∈
−−∈

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

∞++−−−−∞∈
−>

⎩
⎨
⎧

+−<<−−
−<<−

⇔
).,223(

),2,3(

),223()223,(

,2

;223223

,23

x

x

x

x

x

x

U

Ответ: ).,223()2,3( ∞++−−−= US

* Решение логарифмических неравенств методом логарифмирования

Пример. Решим на множестве *
+R  неравенство .100lg2 >xx

Решение:
ОДЗ: ).,0( ∞+∈x  Так как на ОДЗ обе части неравенства положительны, то лога-

рифмируем по основанию 10 и получаем логарифмическое неравенство:

⇔> 100lglg lg2 xx .2lg2 2 >x

Значит, ⇔>1lg2 x .0)1)(lg1(lg >+− xx  Получаем: ⇔∞+−−∞∈ ),1()1,(lg Ux

⎢
⎢
⎣

⎡

>

<<⇔⎢⎣
⎡

>
−<⇔

.10

,
10
1

0
1lg

,1lg

x

x
x
x

 Учитывая ОДЗ, находим, что ).,10(
10
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ Ux

Ответ: ).,10(
10
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= US

Знак полученного неравенства („<“, „≤“, „>“, „≥“) не изменится при логарифми-
ровании, если логарифмируем обе его части по основанию ;1>a  знак получен-
ного неравенства („<“, „≤“, „>“, „≥“) меняется на противоположный, если лога-
рифмируем обе его части по основанию .10 << a

 Запомните!

Аналогично решают логарифмические неравенства вида:

),(log)(log xgxf aa ≥  ),(log)(log xgxf aa <  ),(log)(log xgxf aa ≤              (2)

где .,1,0 R∈≠> aaa

Решение логарифмического неравенства сводится, как правило, к решению нера-
венства вида (1) или (2).
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Упражнения и задачи на повторение  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

8. (  2011) Решите на множестве R неравенство .||log
||log1

||log
2 2

2

2

2 x
x

x >
+

+

9. (  2012) Решите на множестве R неравенство .0|6|log)6112( 7,0

2 ≥+⋅−+ xxx

10. (  2015) Решите на множестве R неравенство .0)3(log|| 3 ≤− xx

11*. Решите на множестве R неравенство:   a) ;log|1|log|5|log 3
3
13 xxx ≥−−+ б) .0

9

|1|log
2

2,0 >
−

+
xx

x

12*. Дано неравенство .0
4

)1(
log

1
2

log2
44

log
2

2

22

2

2 >++⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
++⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

a

a
x

a
a

x
a

a  Найдите все значения параметра a,

при которых неравенство верно для любых действительных значений x. (Математическая Олимпиада

Республики Молдова, 2012)

C1

B1

Решите на множестве R неравенство (5–7):
5. a) ;18log2 <x                       б) ;22log1 <− x                       в) ;327log <x                       г) .23log 1 >+x

6. a) ;020)32lg(12)32(lg2 ≤++−+ xx б) ;036log56log2
5
1

2

5
1 >+− xx

в) ;2
log1
1

log1
1

33

<−++ xx
г) .05)1(log)1(log 5,0

22

2 ≤−−−− xx

7.  Работайте в группах! a) ;0
3
1

lglog
2

3,0 ≥⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
−

x
x б) ;0

4

)32(log4 <−
−

x

x

в) ;02log)1(log)1(log
1
122 ≤++−−

−
+

x
xxx г) .0

)2ln(

)10ln(6ln 2

<
+

−−
x

x

1. Дана функция :: RR →f a) ;5)32()( +−= xxf      б) ;7)23()( −−= xxf      в) 
53
3

17
2

)( −= xxf

1) Найдите нули функции.
2) Найдите промежутки, на которых функция  f  принимает положительные значения.
3) Постройте график .fG

2.  Работайте в парах! У Ольги 500 леев. Ежемесячно она добавляет к этой сумме по 80 леев.
a) Задайте функцию, описывающую зависимость накопленной суммы денег от количества месяцев.
б) Через сколько месяцев она соберет 1900 леев, необходимых для покупки микрокалькулятора?

3. Температура Земли на поверхности равна 20°C, на глубине 2 км температура равна 90°C, а на глубине
10 км – 370°C.
a) Предположив, что зависимость между глубиной и температурой является зависимостью линейного типа,
задайте соответствующую функцию.
б) Найдите температуру Земли на глубине 3,5 км.

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

Решите на множестве R неравенство (1–3):

1. a) ;0)1(log2 <− x б) ;1)1lg( 2 ≤+x в) ;0)23ln( ≤− x

г) ;2)7(log 2

3
1 −>−x д) ;0)23(log 2

1,0 >+− xx е) .2)2(log 2

3
≥− xx

2.  Работайте в парах!   a) );13(log)1(log 4

2

4 +≥+ xx      б) );85(log)2(log
3
2

3
2 −≤− xx      в) .log)12lg(

10
1 xx >+

3. a) ;12log)3(log 22 ≥−− xx б) ).1lg(3lg)42lg( +<+− xxx

4. (  2019) Решите на множестве R неравенство .1)3(log2 ≤−x
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9.  Исследуйте!  Используя свойства изученных функций, в том числе их графики, сравните:

a) 3 720  c ;7223 б) 3 91−  c ;2,913− в) 15)12( −  c 1;

г) 7
2

3
−

 c ;4 7
2−

д) π3log  c ;1,3log3 е) π1,0log  c .log 2
1,0 π

B
5. Найдите область определения функции :: R→Df      a) ;)3()1()( 22

1

++−= xxxf      б) .65)( 2 +−= xxxf

6.  Работайте в парах!  Найдите промежутки, на которых функция R→Df :  принимает положительные

значения, если:

a) ;6)( 2 −+= xxxf           б) ;2
4)( xxf
−

=           в) );2(log)( 6 += xxf           г) .
5
2

3
1

)( −= xxf

7. Высота над землей подброшенного вверх мяча вычисляется по формуле 5,15,0)( 2 +−−= ttth , где h – высота
в метрах, t – время в секундах, ].5,1;0[∈t
a) Найдите момент времени t, в котором мяч находится на максимальной высоте.
б) Через какой промежуток времени мяч упадет на землю?

8. Уровень воды в реке Южной Америки поднялся после дождя. Затем уровень воды начал падать по 3 цоля в
час (1 цоль = 2,54 см) и в настоящее время он на 3 стопы выше нормального уровня (1 стопа = 30 см).
Предположив, что уровень воды понижается равномерно, запишите функцию I степени, задающую
зависимость уровня воды (того, что выше нормы) от времени. Через какой промежуток времени уровень
воды будет нормальным?

C

10.  Работайте в группах!     Проект: Приложения показательной функции в различных областях.

Реальный профиль

A1

1. Используя свойства изученных функций, сравните:

a) 3 π  c  ;
5

17
3 б) 3

5

)7,1(
−

 c  ;)3( 3
5−

в) 
5
2

2
1

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

 c  ;)2( 3−

г) )32(log 9,0 −  c ;2log 13
9,0 д) 17log

3
 c .5log3

2. Решите на множестве R  уравнение: a) ;1)3( −=x б) ;5315 2⋅= xx в) ;2)2|(|log
3

−=+x

г) ;21log3log 322 =x д) ;35,02 −=+x е) .242
ππ =+x

3.  Работайте в парах! Найдите область определения функции, заданной формулой:

a) ;
65

13)(
2 −−

+−=
xx

xxf            б) ;
)2(

1)(
3 2

x
x

xf −
−

=            в) .)1()( 2
1−

+= xxf

4. Для заданной электрической цепи
известно, что: ,25,2общее Ω=R

.4,3 21 Ω=Ω= RR  Найдите .3R

5. Используя данные
рисунка, задайте
соответствующую
функцию II степени

.)( 2 cbxaxxf ++=

1R

2R 3R

O x

y

2

3

4 5

5

2
1

B1

4. Плата за аренду автомобиля за 1 день зависит от пройденного расстояния и равна (например):
41 $ за 100 миль; 51,8 $ за 160 миль; 63,5 $ за 225 миль.
a) Покажите, что зависимость платы за аренду от количества пройденных миль автомобилем является
зависимостью линейного типа и задайте соответствующую функцию.
б) Какую сумму следует заплатить, если автомобиль прошел 200 миль?

6. (  2024) Решите на множестве R неравенство .01)13493( ≤−+⋅−⋅ xxx
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Итоговый тест II
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Известно, что выполняется неравенство .)5()5( nm <
Впишите в рамку один из знаков <, >, чтобы полученное высказывание было истинным.      m    n

2. Дана пара чисел 31,0 −  и .10 2−  Определите, какое из них больше.

3. Найдите, при каких значениях x существует логарифм: ).65(log 2

2,1 −− xx

4. a) Постройте график функции .
4
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

б) Укажите букву И, если высказывание истинно, или букву Л, если оно ложно:
„Функция  f  строго возрастает на R”.

в) Определите свойства функции  f.

5. Если сложить возрасты отца и сына, то получим 52 года. Через 8 лет значение отношения возраста отца
к возрасту сына будет равно 3. Найдите возраст отца и возраст сына.

Реальный профиль

1. Укажите букву И, если высказывание истинно, или букву Л, если оно ложно:
„ |1|log2 x−  существует при R∈x ”.

2. Дана функция .5)(,: 1 xxff −=→RR
Впишите в рамку один из знаков ∉∈, , чтобы полученное высказывание было истинным.   )25;3(A     .fG

3. Доходы (в тыс. леев) фирмы по продаже автомобилей на протяжении 10 месяцев изменялись согласно закону:

⎩
⎨
⎧

≤<−+−
≤≤+−=

.102,32202

20,2
)( 2 xxx

xx
xf

a) Изобразите графически доходы фирмы.
б) Определите: 1) в какие из этих 10 месяцев доходы были максимальными;

2) периоды времени, когда фирма работала в убыток;
3) периоды возрастания доходов;
4) периоды убывания доходов.

4. Решите на множестве R  уравнение .1log2)(log4 2

4

2

4 −=+− xx

5. Решите на множестве R  неравенство .027349 11212 22
≥+⋅− −−+−− xxxx

6. Решите на множестве R  уравнение ,06236 |||| =+⋅− axx  где a – действительный параметр.

8. Мотоциклист двигается по наклонной плоскости, пролетает
по воздуху и затем продолжает движение по другой наклонной
плоскости. Используя данные рисунка, задайте функцию II сте-
пени, частью графика которой является траектория ABC.

9*.Положительное действительное число x удовлетворяет
неравенству

.log)1(||log||1|||loglog|
3

2733
2

9
xx xxxxxx −≤−−+−

Найдите число .
3
9log3 x

x
 (Математическая Олимпиада

Республики Молдова, 2010)

A

B

O x

y

12

C
18

 40
C1

10.  Работайте в группах!

 Проект: Приложения показательной

функции в экономике.

7. Дельфин прыгает из воды по траектории: .2036
5 2 +−= xy

a) Какую максимальную высоту достигнет дельфин?
б) Каково расстояние между точкой выхода из воды и точкой
входа дельфина в воду?

O x

y

И      Л

И     Л

   Время  выполнения работы:45 минут
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Элементы тригонометрии38ÌÎÄÓËÜ

*измерение углов с использованием различных единиц измерения;
*использование тригонометрической окружности при решении задач;
*применение свойств тригонометрических функций и свойств обратных тригонометрических функций;
*распознавание и применение основных тригонометрических тождеств и формул в различных контекстах;
*распознавание тригонометрических уравнений и неравенств, применение адекватных методов их решения;
*применение тригонометрии в различных областях.

§1 Тригонометрические функции
1.1. Системы измерения углов и дуг.

Обобщение понятий угол и дуга

Математика – это гимнастика ума.
Норберт Виннер

Знаете ли, что...

древние греки первыми научились определять
расстояние от берега до корабля, находящегося
в море. Пользуясь рисунком, объясните, как
поступали древние греки.

Заключение: этот способ может быть использо-
ван в аналогичных ситуациях (приведите приме-
ры). Следовательно, элементы тригонометрии,
величины углов применимы в различных облас-
тях, в том числе в повседневной жизни.

 Градусная мера

Известно, что каждой дуге окружности соответствует однозначно определенный
центральный угол. В тригонометрии применяются две единицы измерения углов:
градус и радиан.

Единицей измерения в градусной системе измерения является градус (1°), опре-

деленный как величина угла, равного 
90
1

 части прямого угла. 
60
1

 часть градуса

равна 1 минуте (1′), а 
60
1

 часть минуты равна 1 секунде (1″).

Следовательно, 1° = 60′, 1′ = 60″.
Градусная мера развернутого угла равна 180° (вдвое больше, чем мера прямого

угла); градусная мера полного угла равна 360°.

 Радианная мера

Радианная система измерения углов и дуг базируется на утверждении, что отно-
шение длины дуги, соответствующей некоторому центральному углу, к длине радиуса
окружности – это постоянная величина, не зависящая от длины радиуса.

45° 90°A B

C

 Исследуем

Цели
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Если в формуле (1) положим l = r, то α = 1 радиан.
Углом в один радиан (сокращенно рад) называется цен-
тральный угол, которому соответствует дуга, длина кото-
рой равна длине радиуса (рис. 8.1).

1. Радианная мера (α) полного угла равна 2π рад.
Действительно, так как длина окружности равна

2πr , то ππα 2
2 ==
r
r

рад, где π ≈ 3,1416.

2. Радианная мера развернутого угла равна π рад, а

прямого угла равна 
2
π  рад.

 Переход от градусной меры к радианной осуществляется на основании соотношения

                                                      
πα

°= 180a ,                              (2)

где a – градусная мера угла, а α – радианная мера угла.

Из (2) следует, что ,rad
180

πα ⋅
°

= a  .180°⋅= π
α

a

Ориентированные углы и дуги

В геометрии угол рассматривается как объединение двух замкнутых полу-
прямых с общим началом. Однако это понятие не применимо в некоторых
случаях. Например, недостаточно сказать „Покрутите гайку на 30°“ – необходи-
мо задать и направление поворота. Часто приходится поворачивать некоторую
ось, ключ на угол больший, чем 360°.  Для решения этих задач обобщим поня-
тия угла и дуги, рассматривая ориентированные углы и дуги.
На плоскости рассматривают два направления для вращения луча вокруг своего

начала – положительное (против часовой стрелки) и отрицательное (по часовой
стрелке). Направление вращения указывается стрелкой (рис. 8.2).

Принято считать, что ориентированный угол AOM (точки A, M лежат на окруж-
ности) задается лучом [OA, который вращается вокруг своего начала. Так как одна

из сторон произвольного ориентированного угла AOM совпадает с
положительной полуосью [Ox, то в последующем будем считать, что
вторая его сторона (а значит и угол AOM) задается лучом [OM.  Угол
AOM (и дуга, которую описывает точка A) называется положительным
или отрицательным в зависимости от направления вращения луча [OA
вокруг своего начала.

Пусть луч [OM составляет с положительным направлением оси Ox
угол величиной ).20( παα <<  Если луч [OM совершит еще n полных
оборотов )( *N∈n  в положительном (или в отрицательном) направле-
нии, то величина полученного ориентированного угла равна nπα 2+
(или ).2 nπα −  На рисунке 8.2 луч [OK образует с лучом [OA несколько

O

B

A
r

1 радиан

Рис. 8.1

l = r

O

K

A

y

x

–1

1

90°
–2

70
°

Рис. 8.2

450°

1

–1

M

Пусть l – длина дуги окружности радиуса r. Радианной мерой центрального
угла (дуги) называется отношение длины дуги, соответствующей этому углу,

к длине радиуса окружности:   .
r
l=α                 (1)

пределение

Примеры

1. Угол в 45° имеет радианную меру .
4180

45 ππα =
°
°=

2. Угол в 1 радиан имеет градусную меру .447157
1416,3

1801180 ′′′°≈°≈⋅°= πa

3. Угол в 2,5 радиан имеет градусную меру .143180
5,2 °≈°⋅= πa

Примеры
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1.2. Тригонометрические функции синус, косинус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс

Определим  высоту телеграфного столба, перпендикулярного
поверхности земли, используя при этом только инструмент
для измерения длины.

Решение:

Обозначим: AB – высота столба, d – прямая, проходящая через
точку A перпендикулярно к AB (рис. 8.3). В точке A1 (A1 ≠ А)
вертикально устанавливаем (параллельно AB) прямолинейный
шест [A1B1], длина которого известна. Визуально на прямой d
определяем расположение точки O так, чтобы точки O, B1, B
были коллинеарны. Очевидно, что прямоугольные треугольники OA1B1 и OAB по-

добны (Обоснуйте!), поэтому ,
111 OA

OA
BA

AB =  откуда .
1

11 OA
OA

BA
AB ⋅=  Поскольку мы

можем найти длины отрезков OA1, A1B1, OA, то вычислим и высоту столба AB.

Исходя из того, что в прямоугольных (подобных) треуголь-
никах OA1B1, OAB (рис. 8.3) значение отношений вида

OA
AB

OA

BA
,

1

11  – постоянная величина, были введены понятия синус,

косинус, тангенс, котангенс для острых углов. А именно:

.ctg,tg,cos,sin
AB
OA

OA
AB

OB
OA

OB
AB ==== αααα

Определение тригонометрических функций для произ-
вольного угла основывается на следующей лемме:

углов: первый величиной в 90° ,
2

или ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ π  второй величиной в 450° ,
2

5или ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ π  третий

величиной –270° .
2

3или ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − π  Обобщая сказанное, делаем вывод, что величина любого

ориентированного угла, образованного лучами [OK и [OA, задается формулой:

Z∈°⋅+°= nna ,36090  (или ).,2
2

Z∈⋅+= nnππα

Тригонометрической окружностью называется окружность единичного радиуса
с центром в начале координат.

Как правило, рассматриваются углы, заданные полупрямой OM[  и положитель-
ной полуосью [Ox, где M принадлежит тригонометрической окружности (рис. 8.2).
Говорят, что угол AOM принадлежит I, II, III или IV четверти, если точка M принад-
лежит I, II, III или IV четверти соответственно.

В этих условиях получаем биективное соответствие между множеством  ориен-
тированных углов (множеством дуг) и множеством действительных чисел при вы-
бранной единице измерения – градус или радиан. Учитывая это соответствие, усло-
вимся, что через βα ,  и т. д. обозначим и угол, и его величину.

Задача

O A

d

Рис. 8.3

B

A1

B1

α

Если лучи [OM
1
, [OM

2
 совпадают (M

1
 ≠ O, M

2
 ≠ O), то

,,,
2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

OM

y

OM

y

OM

x

OM

x

y

x

y

x ===

где  M
1
(x

1
, y

1
), M

2
(x

2
, y

2
) –  точки, заданные в прямо-

угольной системе координат xOy и 021 ≠⋅ yy  (рис. 8.4).
O

y

x

Рис. 8.4

x2

M2

x1

M1

y1

y2

 Лемма

 Запомните!
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Функции синус, косинус, тангенс, котангенс, секанс и косеканс называются триго-
нометрическими функциями и обозначаются sin, cos, tg, ctg, sec и cosec соот-
ветственно.

Вычислим значения тригонометрических функций sin, cos, tg, ctg для следующих

величин углов .
3

,
4

3
,0

ππ −
Решение:

Углы 
3

,
4

3
,0

ππ −  заданы лучами ODOCOA [,[,[  соответственно (рис. 8.6).

Так как величины углов 1COC  и 1DOD  равны 
4
π  и 

3
π  соответственно,

то из треугольника COC1  и треугольника DOD1  получаем

,
2
3

,
2
2

111 === DDCCOC  .
2
1

1 =OD  Это позволяет найти координаты

соответствующих точек: ),0,1(A  .
2
3

;
2
1

,
2
2

;
2
2

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
− DC

Таким образом, по определению тригонометрических функций, имеем:

,
2
2

4
3

sin =π
   ,

2
2

4
3

cos −=π
   ;1

4
3

ctg
4

3
tg −== ππ

,
2
3

3
sin −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

   ,
2
1

3
cos =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

   ,3
3

tg −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− π
   ;

3
3

3
ctg −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

,00sin =    ,10cos =    ,00tg =  а 0ctg  не существует.

O

y

x

Рис. 8.6

D1

α1 l1

C1
C

D

A(1; 0)

M1(x1; y1)

P1

1

–1

–1

Пусть даны тригонометрическая окружность и угол α, образованный лучом
[OM и положительной полуосью [Ox (точка M (x, y) принадлежит тригоно-
метрической окружности) (рис. 8.5).

пределения

• Синусом угла α называется ордината точки  M (то есть ).sin y=α
• Косинусом угла α называется абсцисса точки M (то есть ).cos x=α
• Тангенсом угла α называется отношение ординаты к абсциссе точ-

ки  M  (то есть ).,
2

,
cos
sin

tg Z∈+≠== kk
x

y ππαα
αα

• Котангенсом угла α называется отношение абсциссы к ординате

точки M  (то есть ).,,
sin
cos

ctg Z∈≠== kk
y
x παα

αα

O

y

x

Рис. 8.5

B

α

A(1; 0)

M (x; y) 1

–1

–1

амечание Таким образом, фактически определены числовые функции на подмножествах
множества действительных чисел, так как радианная мера любого угла является
действительным числом.

Называется функцией:

• синус – функция ;sin)(,: xxff =→ RR
• косинус – функция ;cos)(,: xxff =→ RR

• тангенс – функция ;tg)(2\: xxfkkf =→
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ R,ZR ππ

• котангенс – функция .ctg)(,}{\: xxfkkf =→∈ RZR π

пределения

амечание В некоторых случаях используются также и функции:

секанс – функция ;cos
1sec)(2\: xxxfkkf ==→

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ R,ZR ππ

косеканс – функция .sin
1cosec)(}{\: xxxfkkf ==→∈ R,ZR π

 Запомните!

Задание
с решением
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Аналогично получаем значения тригонометрических функций для других часто
используемых углов (таблица 1).

Таблица 1

1.3. Основные свойства тригонометрических функций

I. Функция  f : RRRRR→→→→→RRRRR,  f (x) ===== sin x

1° Область определения. D(sin) = R, так как для любого α ∈ R однозначно опреде-
ляется ордината точки M тригонометрической окружности, где луч [OM образует
угол α с положительной полуосью [Ox (рис. 8.7).

2° Множество значений. E(sin) = [–1, 1]. Включение E(sin) ⊆ [–1, 1] очевидно, так
как 1|||sin| ≤= Myα  для любого α ∈ R.

Обратное включение [–1, 1] ⊆ E(sin) получим, пользуясь тригонометрической
окружностью. Для любого a ∈ [–1, 1] рассмотрим на оси Oy точку K(0, а) (рис. 8.7).
Прямая, параллельная оси Ox и проходящая через точку K, пересекает тригонометри-
ческую окружность хотя бы в одной точке, M. Из построения следует, что для любо-
го угла α, заданного лучом [OM, имеем sinα = a, то есть a является значением функции
синус. Итак, E(sin) = [–1, 1].

3° Нули функции синус являются решениями уравнения ,0sin =t  то
есть соответствующая точка имеет ординату y = 0. Точки имеют нуле-
вую ординату, если они лежат на оси Ox. На рисунке 8.7 – это точки A
и B. Величины углов, заданные лучом [OA, равны ,20 k⋅+ π  ,Z∈k  а
величины углов, заданные лучом [OB, равны ,2 m⋅+ ππ  .Z∈m  Объеди-
нением этих двух числовых множеств является множество }.|{ Z∈kkπ
Таким образом, нулями функции синус являются значения }.{ Z∈∈ kkx π
Координаты точки пересечения графика функции синус с осью Oy зада-
ются равенством sin0 = 0, то есть график пересекает ось Oy в единственной
точке с координатами (0; 0).

4° Периодичность. Из определения функции синус следует, что
,sin)2sin()2sin( απαπα =−=+  так как углы παα 2, ±  задаются одним и тем же лучом.

Это означает, что число π2=T  является периодом функции синус. Докажем, что
π2=T  является основным периодом функции синус (наименьшим положительным

периодом). Допустим, что существует меньший период T1, T1 > 0. Тогда ),sin(sin 1+= Txx

.R∈∀x  В частности, для x = 0 имеем 0 = sin0 = sinT1. Поскольку число T1 является

O

y

x

Рис. 8.7

α

M
K(0; a)
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1
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6
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π

3
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4
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6
5π π

6
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3
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α (градус) 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° –30° –45° –60° –90°

sin α 0
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2
2
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2
3

2
2

2
1 0

2
1−

2
2−

2
3− –1

cos α 1
2
3

2
2

2
1 0

2
1−

2
2−

2
3− –1

2
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2
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2
1 0
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На основании свойств периодических функций делаем вывод, что достаточно
исследовать свойства функции синус на любом отрезке длины 2π.

5° Знак функции синус совпадает со знаком ординаты соответствующей
точки  тригонометрической окружности. Ордината точки положительна,
если точка лежит выше оси Ox, а это означает, что соответствующий луч
задает угол α, принадлежащий промежуткам ),2,2( kk πππ +  .Z∈k
В этом случае угол α принадлежит I или II четверти (рис. 8.8 а)). Если

,),2,2( Z∈−∈ kkk πππα  то есть угол α принадлежит III или IV четверти,
то функция синус принимает отрицательные значения (рис. 8.8 а)).

6° Четность или нечетность. Если луч [OM задает угол α, а луч [OM′
задает угол –α (рис. 8.8 б)), то точки ,, MM ′  лежащие на тригонометри-
ческой окружности, симметричны относительно оси Ox. Тогда для любого

R∈α  получим:    αα sin)sin( −=−==− ′ MM yy .
Значит, функция синус нечетная.

7° Монотонность. В § 2 будет доказано, что функция синус строго воз-

растает на каждом из отрезков ,,2
2

,2
2

Z∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++− kkk ππππ  на которых

принимает значения от –1 до 1, и строго убывает на каждом из отрезков

,,2
2

3
,2

2
Z∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ kkk ππππ  на которых принимает значения от 1 до –1.

8° Экстремумы. Из свойства монотонности функции синус следует, что точки

,2
2

kππ +  ,Z∈k  являются точками локального максимума этой функции и

,12
2max =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ += kfy ππ

 а точки ,2
2

3 + kππ  ,Z∈k  являются точками ее локального ми-

нимума и .12
2

3
min −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ += kfy ππ

9° График функции синус на отрезке [0, 2π] проще построить при помощи
тригонометрической окружности, учитывая при этом, что  2π ≈ 6,28 (рис. 8.9).

α1

α2

α3α4α5α6

α7

α8

α9
α10α11 α12 α13

α14

α15

α0 0

1

–1

α1 α2 α6 π
24
πα =

α9
α152

3
12

πα =

2π
3π

4π x

y

Рис. 8.9

xxf sin)( =

нулем функции синус, оно приобретает вид .,1 Z∈= kkT π  Единственным положи-
тельным числом вида ,, Z∈kkπ  меньше, чем 2π, является T1 = π. Если бы число π
было периодом, то мы бы получили, что .),sin(sin R∈∀+= xxx π  Но это равенство
не выполнимо для всех .R∈x

Например, для 
2
π=x  получаем: 1

2
sin =π  и .1

2
sin −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + ππ  Значит, число π не

является периодом. Таким образом, основным периодом функции синус является 2π.

Рис. 8.8

O

y

x

+ +

– –

a)

y

xO

M ′

M

– α

+α

б)

В силу периодичности функции синус, достаточно построить ее график на отрезке
[0, 2π], а потом повторить его на отрезках [2π, 4π], [–2π, 0], …  и т. д.

 Запомните!
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II. Функция  f : RRRRR →→→→→ RRRRR, f (x) ===== cos x

Свойства функции косинус получаем аналогично свойствам функции синус.

1° D(cos) = R.

2° E(cos) = [–1, 1].

3° Нулями функции косинус являются значения ,|
2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+∈ Zkkx ππ  а ее график

пересекает ось Oy в точке (0, 1).
4° Функция косинус периодическая; ее основной период равен 2π.
5° Знаки функции косинус совпадают со знаками абсцисс соответствующих точек

тригонометрической окружности: значения функции косинус положительны, если

угол α лежит в IV или I четверти ),,2
2

,2
2

( Z∈⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−∈ kkk ππππα  и ее значения от-

рицательны, если угол α лежит во II или III четверти ).,2
2

3
,2

2
( Z∈⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++∈ kkk ππππα

6° Функция косинус четная, так как, если лучи OM[  и MO ′[  задают соответ-
ственно углы α и –α, то точки MM ′,  тригонометрической окружности симмет-
ричны относительно оси Ox и у них одинаковые абсциссы. Следовательно,

.,cos)cos( R∈=− ααα
7° Функция косинус строго возрастает на каждом из отрезков  ],22,2[ kk ππππ ++
Z∈k , на которых она принимает значения от –1 до 1 (четверти III, IV), и строго

убывает на каждом из отрезков Z∈+ kkk ],2,2[ πππ , на которых принимает значе-
ния от 1 до –1 (четверти I, II).

8° Для функции косинус точки ,,2 Z∈kkπ  являются точками локального макси-
мума и ,1)2(max == kfy π  а точки ,,2 Z∈+ kkππ  являются точками локального
минимума и .1)2(min −=+= kfy ππ

9° График функции косинус изображен частично на рисунке 8.10.

III. Функция f: D →→→→→ RRRRR,  f (x) = tg x

1° .2\(tg)
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZR kkD ππ

2° E(tg) = R.  Для любого +∈Ra   существует такой угол α, при котором

tgα = a, поскольку ,
1

tg a
a

OA
AB

OP
MP ====α  ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,0

πα  (рис. 8.11).

Аналогично для −∈Ra  и .0,
2 ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛−∈ πα

Ордината точки пересечения полупрямой [OM с касательной AB к тригоно-
метрической окружности в точке A(1, 0) равна tgα. Поэтому прямая AB назы-
вается осью тангенсов. Значит, .tg Bya ==α

3° Нули функции тангенс совпадают с нулями функции синус: }.{ Z∈∈ kkx π

O

y

x

Рис. 8.11

B(1;  a)

α

M

P A

–1

1

1

–1

1

–1

2
π−

2π 3π
α

α+π
x

y

O
2
π

2
3π

π

xxf cos)( =

2
5π

2
7π

Рис. 8.10



166

М
О
Д
УЛ

Ь
8 Элементы тригонометрии

1. Определим знак произведения .
3

5
ctg

3
4

cos
4

tg
3

2
sin

5
2

cos
πππππ=a

Решение:

Заметим, что углы в радрад
4

,
5

2 ππ
 принадлежат I четверти, угол в рад

3
2π  –

II четверти, угол в рад
3

4π  – III четверти, угол в рад
3

5π  – IV четверти.

Так как ,0
3

4
cos,0

4
tg,0

3
2

sin,0
5

2
cos <>>> ππππ

 ,0
3

5
ctg <π

 то число a поло-

жительно.

4° Функция тангенс  –  периодическая. Можно доказать, что ее основной период
равен π.

5° Функция тангенс принимает положительные значения в I и
III четвертях, где значения функций синус и косинус одинакового
знака, и отрицательные значения – во II и IV четвертях, где зна-
чения функций синус и косинус различного знака.

6° Функция тангенс нечетная, так как для любого (tg)D∈α  имеем:

.tg
cos
sin

)cos(

)sin(
)tg( αα

α
α
αα −=−=−

−=−

7° Функция тангенс строго возрастает на каждом из промежут-

ков ,
2

,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++− kk ππππ

Z∈k  (рис. 8.12).

8° Функция тангенс не имеет экстремумов.

9° График функции тангенс изображен частично на рисунке 8.12.

O

y

x

1–π
π

2
π

2
3π

2
π−

2
3π−

Рис. 8.12

IV. Функция  f : D →→→→→ RRRRR,  f (x) ===== ctg x

1° .}{\(ctg) ZR ∈= kkD π
2° E(ctg) = R (рис. 8.13). Абсцисса точки )1,(aB  равна

,ctgα  то есть .ctgα=a  Поэтому прямая AB на-
зывается осью котангенсов. Значит, .ctg Bxa ==α

3° Нулями функции котангенс являются значения:

.2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ Zkkx ππ

O

y

x

Рис. 8.13

A B(a; 1)

1
α MP

O

y

x–π π
2
π

2
π−

Рис. 8.14

1

Задания
с решением

4° Основной период функции котангенс равен π.

5° Функция котангенс принимает положительные значения в I и III чет-
вертях и отрицательные – во II и IV четвертях.

6° Функция котангенс нечетная:
).ctg(,ctg)(ctg Dxxx ∈−=−

7° Функция котангенс строго убывает на каждом из промежутков (πk, π + πk),
k ∈ Z (рис. 8.14).

8° Функция котангенс не имеет экстремумов.

9° График функции котангенс изображен частично на рисунке 8.14.

Приведем несколько примеров, которые решаются на основании свойств
тригонометрических функций.
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Пусть ,R∈α  M(cosα, sinα) – соответствующая точка тригонометрической окруж-
ности. Так как координатами начала координат являются (0, 0), то для длины отрезка
OM (радиус тригонометрической окружности) получаем:

.sincos)0(sin)0(cos1 2222 αααα +=−+−=
Отсюда следует основное тригонометрическое тождество:

            .,1cossin 22 R∈=+ ααα                                           (3)

Перемножив выражения для функций тангенса и котангенса  (см. определения),
получим:

1ctgtg =⋅ αα  или ,
ctg

1
tg αα =  или .,

2
,

tg
1

ctg Z∈≠= kk
πααα          (4)

Разделив обе части тождества (3) на sin2α или на cos2α, получим:

.,2,
cos

1tg1;,,
sin

1ctg1 2
2

2
2 ZZ ∈+≠=+∈≠=+ kkkk ππα

α
απα

α
α         (5)

1.4.  Основные тригонометрические тождества

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1. Выразите в радианах величину угла:
a)  45°,  20°,  110°; б)  60°,  –78°,  270°; в)  –120°,  –31°,  180°; г)  150°,  –218°,  –90°.

2. Выразите в градусах величину угла:

a) ;
4

3
,

2
,

3
πππ − б) ;2,

5
3

,
6

πππ − в) ;
2

,
4

,
7

2 πππ − г) .2
3,18,4
πππ −

3. Вычислите значение выражения:

a) ;45sin270cos90sin 2 °−°+° б) ;
3

ctg
6

costg 2 πππ +−

в) ;2sin
6

ctg2
4

tg5 2 πππ +− г) .
2

ctg
6

0,5tg
2

3
4sin 2 πππ ++−

4.  Исследуйте!  Возможно ли, чтобы синус и косинус одного и того же угла соответственно были бы равны:

a) 
2
1

 и ;
2
3−                б) 

25
7−  и ;

25
24−                в) 0,3 и 0,9;               г) 

3

2
 и ?

3

1−

5.  Исследуйте!  Возможно ли, чтобы тангенс и котангенс одного и того же угла соответственно были бы

равны:

a) 
3
2

 и ;
2
3−                б) 

7
3−  и ;

3
7−                в) 

2
3  и ;

3
32

               г) 25 −  и ?25 +

6. Упростите выражение:

a) ;costgsincoscos 442 ααααα ⋅++− б) ;coscossinsin 33 αααα +−− в) ;5
ctg1

4

tg1

4
22

−
+

+
+ αα

г) );sin1)(sin1)(ctgtg( αααα +−+ e) );tg1)(cos1( 22 xx +− f) .coscossin 424 xxx −+

2. Определим знак значения выражения .
2sin2

9cos10cos
−

°−°

Решение:
Так как ,1801090 °<°<°<°  а функция косинус на отрезке  [0°, 180°] строго убы-

вающая, то .10cos9cos °>°  Следовательно, ,09cos10cos <°−°  то есть числитель
отрицательный. Знаменатель положительный, так как sin2 < 1. Таким образом, зна-
чение исходного выражения отрицательно.
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1°

20. Найдите множество значений функции, заданной формулой:

a*) ;cos3)( xxf = б*) ;
sin

1
)(

x
xf = в*) ;

cos
4

)(
x

xf = г) .3sin2)( −= xxf

21*. Постройте график функции, заданной формулой:

a) ;
2

cos)( ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −= xxf
π б) ;2sin3)( xxf = в) |;cos|)( xxf = г) .|sin|

2
1

)( xxf =

C1

12. Найдите расстояние между двумя людьми (их рост
равен 1,7 м), если один из них видит другого под
углом 1°.

13. Выразите в радианах величины углов равнобедренного треугольника, один из углов
которого равен 30°.

14. Зубчатое колесо имеет 90 зубьев. Выразите в радианах угол, если колесо повернуть на:
a) 30 зубьев;        б) 40 зубьев;        в) 60 зубьев;        г) 100 зубьев.

7. Вычислите:

a) ;tg6
2

sin20cos3 ππ +−° б) ;0cos290ctg
2
1

270sin °−°+°

в) ;45cos90sin460cos06tg °°−°° г) .30sin30tg
3
1

06cos °⋅°+°

8. Вычислите значение выражения:

a) ;cos
2

cos
3

cos
4

cos ππππ +++=E б) .
2

ctg
3

ctg
4

ctg
6

ctg
ππππ +++=E

9. Найдите ,ctg,tg,cos,sin αααα  если:

a) 
5
4

cos =α  и ;
2

,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πα б) 5,1ctg =α  и α  принадлежит III четверти;

в) 
3
1

sin =α  и ;,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈ ππα г) 2tg =α  и .

2
,0 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈ πα

10. Найдите гипотенузу и величины углов прямоугольного треугольника, катеты которого равны:

a) 4 см и 34  см; б) 1 см и 3  см.

11.  Работайте в парах!  Найдите величины углов ромба, если его сторона равна 2 см, а высота 2  см.

B1

15. Найдите область определения функции :: R→Df

a) ;
2

ctg)(
x

xf = б) ;
2tg
1

)(
x

xf = в) .ctgtg)( xxxf ⋅=

16. Определите знак произведения .
4

5
ctg)10cos(

3
5

sin110cos ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−°−° ππ

17. Дана функция .
2

tgcossin)(,:
x

xxxfDf =→R  Вычислите:

a) ;
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

f б) ;
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

f в) ;
3

2
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− π
f г) .

3
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ π
f

18.  Исследуйте!  Пользуясь монотонностью тригонометрических функций, определите знак значения

выражения:

a) ;
)20sin()10sin(

160tg100tg

°−−°−
°−°

б) ;
10cos15sin

105tg111tg

°−°
°−°

в) .
2tg

6
5

tg

3
sin1sin

−

−

π

π

19.  Исследуйте!  Исследуйте на четность функцию, заданную формулой:

a) ;cossin)( xxxf += б) ;2sin)( 2 += xxf в) .sin2sin)( 3xxxf +=
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1. .sinsin
2

sincos
2

cos
2

cos tttt =+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − πππ
 Итак, .sin

2
cos tt =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −π

2. Заменив в формуле примера 1 t на ,
2

t−π  получим

.cos
22

cos
2

sin ttt =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − πππ

Выведем формулу для )sin( βα −  при помощи формулы (5) и формул, выве-

денных в примерах 1 и 2: =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=− βαπβαπβα

2
cos)(

2
cos)sin(

.sincoscossinsin
2

sincos
2

cos βαβαβαπβαπ −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=

Таким образом, получили формулу:

βαβαβα sincoscossin)sin( −=− , для любых ., R∈βα                 (6)

Задания
с решением

§2 Преобразования тригонометрических выражений
2.1. Формулы сложения и вычитания

a) Пусть ,βα ≥  ),2,0[, πβα ∈  ,)(m 2 β=∠AOM  ,)(m 1 α=∠AOM

где ),sin;(cos),0;1( 1 ααMA  )sin;(cos2 ββM  – точки триго-

нометрической окружности (рис. 8.15).
Найдем выражение для ).cos( βα −  Выберем на тригоно-

метрической окружности точку C, удовлетворяющую усло-
вию .

212 AMACMCAM lll
eee

−=  Это означает, что .)(m βα −=∠AOC

Так как дуги CAM2  и 12CMM  конгруэнтны, то и соответ-
ствующие им хорды также конгруэнтны, то есть .21 MMAC =
Учитывая координаты точек ),0;1(A  ),sin;(cos2 ββM

)),(sin);(cos( βαβα −−C  )sin;(cos1 ααM  и применив фор-
мулу вычисления длины отрезка, получим:

=−−+−−= 222 )0)(sin()1)(cos( βαβαAC

);cos(22)(sin1)cos(2)(cos 22 βαβαβαβα −−=−++−−−=              (1)

−++−=−+−= αββααβαβα 222222
21 sincoscoscos2cos)sin(sin)cos(cosMM

).sinsincos(cos22sinsinsin2 2 βαβαββα +−=+−                                  (2)

Из (1) и (2) получаем: .sinsincoscos)cos( βαβαβα +=−                                         (3)

б) Пусть ).2,0[,, πβααβ ∈>  Поскольку косинус – четная функция, то

).cos()cos( αββα −=−  Заменив в формуле (3) )cos( βα −  на ),cos( αβ −  получим:

.sinsincoscossinsincoscos)cos()cos( βαβααβαβαββα +=+=−=−
Известно, что любые действительные числа **, βα  (которые являются величинами

углов в радианах) могут быть записаны в виде ,2* += kπαα  ,,,2* Z∈+= nknπββ
где ).2,0[, πβα ∈  Обобщая сказанное для любых действительных чисел ,, βα  на
основании периодичности функций синус и косинус получаем формулу:

βαβαβα sinsincoscos)cos( +=− , для любых ., R∈βα                (4)

Поскольку ),sin(sin)cos(cos)](cos[)cos( βαβαβαβα −+−=−−=+  учитывая чет-
ность или нечетность соответствующих тригонометрических функций, выводим:

βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+ , для любых ., R∈βα                (5)

O

y

x

α A(1; 0)

M2(cosβ ; sinβ )

M1(cosα; sinα)

C(cos(α−β ); sin(α−β ))

α−β

β

Рис. 8.15

1

–1

–1
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2.2. Формулы приведения

Известно, что любой угол β, измеренный в радианах, может быть записан в виде

,
2

απβ += k  .
2

0,
πα <≤∈Zk  Тогда на основании формул, доказанных в п. 2.1.,

можно свести вычисление значений тригонометрических функций произвольного
угла β к вычислению значений этих функций угла α.

1. .sinsin1sincoscossin)sin( ααπαπαπα −=⋅−=+=+

2. ;cossin
2

coscos
2

sin
2

sin ααπαπαπ =+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

.sinsin
2

sincos
2

cos
2

cos ααπαπαπ −=−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

3. .tg
sin

cos

2
cos

2
sin

2
tg

2
3tg

2
7

tg αα
α

απ

απ

απαππαπ −=
−

=
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

Для облегчения вычисления значений тригонометрических функций можно
применить следующее мнемоническое правило, названное  правилом приведения:

1) абсолютное значение любой тригонометрической функции для угла ,
2

απβ ±= k

,Z∈k  равно абсолютному значению этой же функции для угла a при четном

k и равно абсолютному значению соответствующей кофункции для угла a
при нечетном k;

2) знак результата совпадает со знаком значения исходной функции, учитывая

четверть, в которой находится угол απ ±k2
, и считая, что ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈

2
,0

πα  (вне

зависимости от величины a).

Вычислите .1020sin °
Решение:

,
2
3

30cos)301190sin(1020sin −=°−=°+⋅°=°  так как k = 11 нечетное число и 1020°

принадлежит IV четверти, в которой функция синус принимает отрицательные значения.

Примеры

амечание Функция sin (функция tg) называется кофункцией для функции cos (соответственно
для функции ctg), и наоборот.

 Запомните!

Задание
с решением

Задание
с решением

Вычислим .
12
7

sin
π

Решение:

).26(
4
1

2
2

2
1

2
2

2
3

4
sin

3
cos

4
cos

3
sin

43
sin

12
7

sin +=⋅+⋅=+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += πππππππ

Используя формулы (4)–(7), можно вывести формулы:

                 ,
tgtg1

tgtg
)(tg βα

βαβα
−

+=+          ,tgtg1
tgtg)(tg βα

βαβα +
−=−                       (8)

для любых ,, R∈βα  таких, что существуют соответ-

ствующие тангенсы и .0tgtg1 ≠± βα

 Задание Пользуясь формулами  (4)–(7), выведите формулы (8).

Заменив в формуле (6) β  на β−  и учитывая свойства соответствующих тригоно-
метрических функций, можно вывести (докажите!) следующую формулу:

βαβαβα sincoscossin)sin( +=+ , для любых ., R∈βα                 (7)
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2.3. Формулы для тригонометрических функций двойного, тройного угла (аргумента)

Полагая в (5) и (7), что ,αβ =  получим формулы:

,sincos2cos 22 ααα −=  ,cossin22sin ααα =                           (9)

которые называются формулами косинуса и синуса двойного аргумента (угла).
Полагая в первой из формул (8), что αβ =  и tgα, tg2α определены при заданном

α, получим следующую формулу для тангенса двойного аргумента (угла):

.,
4

)12(
,

2

)12(
,

tg1

tg2
2tg

2
Z∈+≠+≠

−
= n

nn παπα
α

αα                   (10)

Для тригонометрических функций тройного аргумента выводятся формулы:

,sin4sin33sin 3ααα −=  .cos3cos43cos 3 ααα −=                     (11)

 Задание Докажите формулы (10) и (11).

Выведем две формулы, которые называются формулами понижения показателя
степени тригонометрических функций:

                 (12)

Применив формулы (12), можем понизить степени с четным показателем триго-
нометрических функций до первой степени.

ααα 22 sincos2cos −=

1cos22cos 2 −= αα                      αα 2sin212cos −=

2
2cos1cos2 αα +=                       2

2cos1sin2 αα −=

 =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+=+=
+

=
43

cos
2
1

2
1

12
cos

2
1

2
1

2
12

cos1

24
cos2 πππ

π
π

).62(
8
1

2
1

2
2

2
3

2
2

2
1

2
1

2
1

4
sin

3
sin

4
cos

3
cos

2
1

2
1 ++=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
⋅+⋅+=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++= ππππ

 Запомните!

Пример

2.4*. Формулы преобразования суммы в произведение (дополнительный материал)

Имеем +−+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++=+

2
cos

2
sin

22
sin

22
sinsinsin

βαβαβαβαβαβαβα

 .
2

cos
2

sin2
2

sin
2

cos
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos
βαβαβαβαβαβαβαβα −+=−+−−++−++

Следовательно,    
2

cos
2

sin2sinsin
βαβαβα −+=+ , для любых ., R∈βα

Аналогично получаем
2

sin
2

cos2sinsin
βαβαβα −+=−

2
cos

2
cos2coscos

βαβαβα −+=+                         (13)

,2sin2sin2coscos βαβαβα −+−=−

для любых ., R∈βα

 Задание Выведите формулы (13).
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2.5. Формулы универсальной тригонометрической подстановки

Имеем 
2

cos
2

sin2sin
ααα =   (14)  и  1

2
cos

2
sin 22 =+ αα   (15).

Разделив правую часть равенства (14) на выражение ,
2

cos
2

sin 22 αα +  равное 1,

получаем: 

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin
22 αα

αα
α

+
=   (16).

Разделив числитель и знаменатель правой части равенства (16) на 
2

cos2 α , получаем:

.,)12(,

2
tg1

2
tg2

sin
2

Z∈+≠
+

= nn παα

α
α                              (17)

Аналогично, разделив правую часть равенства 
2

sin
2

coscos 22 ααα −=   (18) на выра-

жение ,
2

cos
2

sin 2 αα +  равное 1, получаем: 

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

cos
22

22

αα

αα
α

+

−
=  (19).

Разделив числитель и знаменатель правой части равенства (19) на 
2

cos2 α , получаем:

.,)12(,

2
tg1

2
tg1

cos
2

2

Z∈+≠
+

−
= nn παα

α
α                              (20)

Из (17) и (20) следует (Докажите!):

Упростим выражение .
4

3
cos

4
sin ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + xx

ππ

Решение:

4
sin

4
sin

42
cos

4
sin

4
3

cos
4

sin xxxxxx =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + πππππππ

.sin2sin
2
2

2
4

cossin2
4

sin
4

sin xxxxx ===⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += πππ

Пользуясь формулами (13), докажем монотонность тригонометрических функ-
ций (см. §1).

Пусть, например, .
22 21

πααπ ≤<≤−  Для разности 12 sinsin αα −=A  имеем:

.
2

cos
2

sin2 2112 αααα +−=A  Так как ,
2

,0
2

12

⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛∈− παα

 ,
2

,
22

12 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈+ ππαα
 то

,0
2

sin 12 >−αα
 .0,0

2
cos 21 >>+

A
αα

Следовательно, 12 sinsin αα > , то есть функция синус на заданном промежутке
строго возрастает.

Аналогично доказывается монотонность функций косинус, тангенс, котангенс
(см. §1). (Докажите!)

Задание
с решением

Формулы (17), (20), (21) и (22) называются формулами универсальной тригоно-

метрической подстановки, позволяющие выразить αααα ctg,tg,cos,sin  через .
2

tg
α

.,
2

)12(
,)12(,

2
tg1

2
tg2

tg
2

Z∈+≠+≠
−

= n
n

n
παπαα

α
α    (21)   .,)12(,,

2
tg2

2
tg1

ctg

2

Z∈+≠≠
−

= nnn παπαα

α
α   (22)
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Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

1.  Работайте в парах!  Вычислите:

a) ,2tg,2cos,2sin),sin(),sin(),cos(),cos( αααβαβαβαβα +−+−  если

,
5
4

cos =α  ,2,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πα  и ;2,0,4
3sin ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈= πββ

б) ,2tg,2tg),(tg),(tg βαβαβα −+  если ,2,0,17
15cos ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈= παα  и ,

4
1

cos =β  .
2

,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πβ

2. Вычислите: a) ;40sin50cos40cos50sin °°+°° б) ;
10

sin
15
4

sin
10

cos
15
4

cos
ππππ +

в) );70sin(110cos70cos110sin °−°−°° г) .
10

sin
7

sin
10

cos
7

cos
ππππ −

3.  Исследуйте!  Установите, существует ли такой угол α, при котором:

a) ;
5
4

cos,
5
3

sin == αα      б) ;
41
8

cos,
41
40

sin == αα      в) ;25,1ctg,
5
4

tg == αα      г) .25ctg,25tg +=−= αα

15. Покажите, что если в ∆ABC:
a) ,sinsincoscos CBCB +=+  то треугольник прямоугольный;

б) ,cossincossin CCBB +=+  то треугольник прямоугольный

или равнобедренный;

в) ,
2

cos
2

sin
2

cos
2

sin
ABBA =  то треугольник равнобедренный;

г) ,
2
3

)cos(coscos =+−+ BABA  то треугольник

равносторонний.

C1

B1

4. (  2012) Вычислите значение выражения:

,
cos

sin1
sin

cos1 22

x
x

x
x −+−  если .,

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ ππ
x

5. (  2022) Дано выражение

.)1(cos)1(cos)( 22 −++= xxxE

Покажите, что значение выражения )15(32 °⋅ E

является натуральным числом.

6. (  2016) Вычислите значение выражения:

,)2sin(
12
5

tg
5
4

)( ααα +=E

если 
5
4

cos −=α  и .
2

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−∈ ππα

7.  Работайте в парах!  Упростите выражение:

a) ;1sin2cos 22 −+ αα б) ;ctg2cossin2 ααα
в) ;2ctg2cos2sin 222 ααα ++ г) );1(sintg 22 −αα

д) ;
sin

cos1
cos1

sin
α

α
α

α −+
− е) .

cos
12sin2cos

α
αα ++

8. Используя формулы понижения показателя степе-
ни, упростите выражение:
a) ;cossin 22 αα ⋅    б) ;2cossin2 αα −    в) .2coscos2 αα +

9. Найдите ,cossin αα  если .,6,0cossin R∈=+ ααα

10. Найдите ,ctgtg 22 αα +  если

.
2

\,5,2ctgtg
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=+ ZR n

nπααα

11. Найдите ααα tg,cos,sin  и ,ctgα  если:

a) ;5,1
2

tg =α
                    б) .5,0

2
tg −=α

12. Найдите ααα tg2,2cos,2sin  и ,ctg2α  если .
7
1

tg =α

13. Докажите тождество:

a) ;
4

sin
4

cos ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − απαπ

б) .
4

tg
4

ctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + απαπ

14. Докажите, что: a) ),tg1(coscossin)ctg1(sin 33 αααααα +−=−+  если ;
2

\
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈ ZR n

nπα

б) ,
tg

2
cos1
cos1

cos1
cos1

αα
α

α
α =+

−−−
+

 если ;
2

,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πα

в) ,
2ctg

1
3cos2cos2cos
3sin2sin2sin

αααα
ααα =

++
++  если .,

24
Z∈+≠ n

nππα

16. Найдите высоту прямоугольной тра-
пеции, описанной окружностью,
если величина острого угла трапе-
ции равна a, а ее периметр P.

17.  Исследуйте! Используя Интер-
нет, приведите примеры применения
элементов тригонометрии в различ-
ных областях.
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x 3−  1−  
3
3

−  0 
3
3

 1 3  

arctg x 
3
π−  

4
π−  

6
π−  0 

6
π  

4
π  

3
π

 

arcctg x 
6

5π
 

4
3π

 
3

2π
 

2
π

 
3
π

 
4
π

 
6
π

 

Таблица 3

§3 Тригонометрические уравнения
3.1. Обратные тригонометрические функции

Рассмотрим тригонометрические функции только на промежутках, где они обра-
тимы, т. е. некоторые их сужения, а именно рассмотрим функции:

;sin)(],1,1[
2

,
2

: 11 xxff =−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ

  ;cos)(],1,1[],0[: 22 xxff =−→π

;tg)(,
2

,
2

: 33 xxff =→⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− Rππ
  .ctg)(,),0(: 44 xxff =→ Rπ

Эти функции являются обратимыми. Обратные им функции обозначаются arcsin,
arccos, arctg, arcctg и соответственно читаются: „арксинус“, „арккосинус“, „арктан-
генс“, „арккотангенс“.

Итак, на основании определения обратных функций получаем:

;
2

,
2

],1,1[,sinarcsin ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈−∈=⇔= ππ

yxxyyx                    (1)

];,0[],1,1[,cosarccos π∈−∈=⇔= yxxyyx                         (2)

;
2

,
2

,,tgarctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈∈=⇔= ππ
yxxyyx R                             (3)

).,0(,,ctgarcctg π∈∈=⇔= yxxyyx R                                (4)

1. ,
62

1
arcsin

π=  так как ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

26
πππ

 и ;
2
1

6
sin =π

2. ,
3

2
2
1

arccos
π=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−  поскольку ],0[

3
2 ππ ∈  и .

2
1

3
2

cos −=π

x –1 
2
3−  

2
2−  2

1−  0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

arcsin x 
2
π−  

3
π−  

4
π−  

6
π−  0 

6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

arccos x π  
6

5π  
4

3π  
3

2π  
2
π  

3
π  

4
π  

6
π  0 

Функции arcsin: ;arcsin)(,
2

,
2

]1,1[ 1 xxg =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−→− ππ

arccos: ],,0[]1,1[ π→− ;arccos)(2 xxg =

arctg: ;arctg)(,
2

,
2 3 xxg =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−→ ππR

arcctg: ),,0( π→R  ,arcctg)(4 xxg =
называются обратными тригонометрическими функциями.

пределение

Примеры

Чтобы найти значения обратных тригонометрических функций, можем восполь-
зоваться таблицей значений тригонометрических функций синус, косинус, тангенс,
котангенс (таб. 1) на соответствующих промежутках, поменяв в ней местами значения
аргументов и значения функций (таб. 2, 3):

Таблица 2
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Можно доказать, что:

;,arcsin)arcsin( R∈−=− xxx ;,arctg)arctg( R∈−=− xxx

;,arccos)arccos( R∈−=− xxx π .,arcctg)arcctg( R∈−=− xxx π

Из определений обратных тригонометрических функций и соотношений (1)–(4)
вытекают соотношения (тождества) (5)–(9):

.
2

,
2

,)arcsin(sin];1,1[,)sin(arcsin ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈=−∈= ππ

xxxxxx (5)

].,0[,)arccos(cos];1,1[,)cos(arccos π∈=−∈= xxxxxx (6)

.
2

,
2

,)arctg(tg;,)tg(arctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈=∈= ππ
xxxxxx R (7)

).,0(,)arcctg(ctg;,)ctg(arcctg π∈=∈= xxxxxx R (8)

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−∈=+

−∈−=
−∈−=

].1,1[,
2

arccosarcsin

];1,1[,1)cos(arcsin

];1,1[,1)sin(arccos
2

2

xxx

xxx

xxx

π
(9)

Задание
с решением

Найдем области определения функций ,:, R→Dhf  ),12arccos()( −= xxf

.
22

3
arctg)(

−
−=

x
x

xh

Решение:
В силу определения функции арккосинус имеем ,1121 ≤−≤− x  откуда .10 ≤≤ x

Следовательно, D ( f ) = [0, 1]. Аргумент функции арккотангенс может принимать
любое действительное значение, поэтому достаточно, чтобы знаменатель отношения

22
3

−
−

x
x  не превращался в нуль. Таким образом, ).,1()1,()( ∞+−∞= UhD

3.2. Тригонометрические уравнения

Площадь боковой поверхности правильной треуголь-
ной пирамиды в 2 раза больше площади ее основания.
Найдем величину угла CDB в равнобедренном треуголь-
нике CDB (рис. 8.16).

Решение:
Пусть ,)(m, α=∠= CDEaAB  где BCDE⊥ .

Имеем 
4

32 ⋅= a
bA  и .DEbl ⋅= PA  Так как ,

2
a

CE =  из треугольника CED

)90)(m( °=∠E  получим: ,ctgα=
CE
DE  .ctg

2
ctg αα ⋅=⋅= a

CEDE

Так как ,2 bl AA =  получаем ⇔⋅⋅=⋅
4

3
2ctg

2
3

2aa
a α .

3
3

ctg =α

Таким образом, решение задачи свелось к решению уравнения ,
3
3

ctg =α
которое является тригонометрическим уравнением.

Решив это уравнение (далее изучим метод решения таких уравнений) и учитывая,

что CDE∠  – острый, получим .60
33

3
arcctg)(m °===∠ π

CDE

Итак, .120)(m2)(m °=∠⋅=∠ CDECDB            Ответ: 120°.

Задача

C

D

A
B

E

α

Рис. 8.16

 Задание Постройте графики обратных тригонометрических функций, зная, что они сим-
метричны графикам соответствующих тригонометрических функций ((1), (2), (3),
(4)), относительно биссектрисы I и III четвертей. (Указание. См. с. 193.)
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 Простейшие тригонометрические уравнения

 Уравнение sin x = a
ОДЗ: x ∈ R. Проиллюстрируем решение этого уравнения

при помощи тригонометрической окружности. Построим
тригонометрическую окружность и прямую y = a (рис. 8.17).
Решениями уравнения sin x = a являются величины углов (в
радианах или градусах), образованных положительной по-
луосью Ox и полупрямыми 21 [,([ OMOM ), соответствующи-
ми точкам окружности с ординатой a. Значит, при | a | > 1,
уравнение sin x = a не имеет решений.

Если a = 1, то единственная точка с ординатой 1 (точка
пересечения окружности с прямой y = 1) – это B

2
(0; 1). Следо-

вательно, частным решением уравнения  sin x = 1 является
значение .

20

π=x  На основании периодичности функции

синус получаем все решения уравнения sin x = 1:

Z.∈+= nnx ,2
2

ππ
                                             (10)

Аналогично для a = –1 (точка B
1
(0; –1)) получаем все решения уравнения sin x = –1:

Z.∈+−= nnx ,2
2

ππ
                                           (11)

Если a = 0, то на окружности существуют точки A
1
(1; 0) и A

2
(–1; 0) с ординатой 0.

Значит, частными решениями уравнения sinx = 0 являются значения x
1
 = 0  и  x

2
 = p.

Учитывая периодичность функции синус, получаем все решения уравнения sin x = 0
в виде: ,,2,,20 ZZ ∈+=∈+= nnxnnx πππ  или их объединение:

., Z∈= nnx π                                                   (12)

Если ),1,0()0,1( U−∈a  то прямая y = a пересекает тригонометрическую окруж-
ность в двух точках, M

1
 и M

2
, с ординатой а (рис. 8.17). Эти точки симметричны

относительно оси ординат. Следовательно, частными решениями уравнения sin x = a
являются значения ,arcsin1 ax =  .arcsin2 ax −= π  Учитывая периодичность функции
синус, получаем все решения уравнения sin x = a для :)1,0()0,1( U−∈a

⎢⎣
⎡

∈+−=
∈+=

.,2arcsin
,,2arcsin

Z
Z
nnax

nnax
ππ

π

Эти формулы можно объединить:

.,arcsin)1( Z∈+−= kkax k π                                     (13)

Для a = 1, a = –1, a = 0 из (13) получаем частные решения (10)–(12). Таким
образом, (13) является общей формулой решений простейшего тригонометричес-
кого уравнения sin x = a, ].1,1[−∈a

Уравнения, содержащие неизвестное под знаком тригонометрических функ-
ций, называются тригонометрическими уравнениями.

пределение

Тригонометрические уравнения вида sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a, где
,R∈a  называются простейшими тригонометрическими уравнениями.

пределение

Найдем общие формулы решений простейших тригонометрических уравнений.
Решения этих уравнений можно проиллюстрировать двумя способами:

1) пользуясь тригонометрической окружностью;
2) используя графики тригонометрических функций.

O

y

x
A1(1; 0)

M2

M1

A2(–1; 0)

π – arcsin a arcsin a

y = a,  –1< a <1

y = a, a > 1
B2(0; 1)   y = a, a = 1

B1(0; –1)
y = a,  a < –1

Рис. 8.17

a

y = a, a = –1
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Решим на множестве R уравнение .
2
1

cos −=x

Решение:
Согласно формуле (14) получаем решения:

Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−±= kkx ,22
1arccos π ,,2

2
1

arccos Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −±=⇔ kkx ππ

откуда .,2
3

Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −±= kkx πππ  То есть, .,2
3

2 Z∈+±= kkx ππ

Ответ: .23
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= ZkkS ππ

 Задание Докажите формулу (14).

Задание
с решением

Внимание! При решении тригонометрических уравнений (неравенств) необходимо
учесть, что ],0[arccos π∈a  и .arccos)arccos( aa −=− π

Решим на множестве R уравнение .
2
3

sin =x

Решение:

По формуле (13) получим: ,,
2
3

arcsin)1( Z∈+−= kkx k π  или .,
3

)1( Z∈+−= kkx k ππ

Ответ: }.3)1{( Z∈+⋅−= kkS k ππ

Внимание! При решении тригонометрических уравнений (неравенств) необходимо

учесть, что ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
arcsin

ππ
a  и .arcsin)arcsin( aa −=−

O

y

x
–π–2π

π – arcsin a

1

–1

2π 3π

f(x) = sin x

arcsina 2π + arcsina

g(x) = a
π

Рис. 8.18

Задание
с решением

 Запомните! Уравнение sin x = a, где ],1,1[−∈a  имеет на множестве R бесконечное множество
решений, которые можно геометрически изобразить как абсциссы точек пересе-
чения графиков функций xxf sin)( =  и g(x) = a  (рис. 8.18).

 Уравнение cos x = a

ОДЗ: x ∈ R. Даны тригонометрическая окружность и прямая
x = a (рис. 8.19).

Решениями уравнения cos x = a являются величины углов,
образованных положительной полуосью [Ox и полупрямыми

21 [,([ ONON ), соответствующими точкам тригонометрической
окружности с абсциссой a. При 1|| >a  уравнение ax =cos  не
имеет решений.

Пользуясь рисунком 8.19 и учитывая периодичность функции
косинус, получим общую формулу решений простейшего три-
гонометрического уравнения ,cos = ax  ]:1,1[−∈a

.,2arccos Z∈+±= nnax π
Следовательно, множеством решений уравнения ,cos ax =

],1,1[−∈a  является:

}.2arccos{ Z∈+±= kkaS π                           (14)

O

y

x

arccosa

N2

x 
= 

a,
  a

 <
 –

1

Рис. 8.19

N1

C2(1; 0)C1

x 
= 

a,
  a

 =
 –

1

x 
= 

a,
  a

 =
 1

x 
= 

a,
  a

 >
1

D1

D2

x 
= 

a;
 |a

|<
1–arccosa

Итак, множеством решений уравнения ],1,1[,sin −∈= aax  является:

}.arcsin)1{( Z∈+−= kkaS k π
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O

y

x–π π

g(x) =  a

2
3π− 2

π−
2
π

2
3πarctg a

Рис. 8.22

Уравнение tgx = a, ,R∈a  имеет

на множестве 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ ZR kkππ

2\

бесконечное множество решений,

которые можно геометрически
изобразить как абсциссы точек
пересечения графиков функций
f (x ) = tgx и g(x) = a (рис. 8.22).

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение .3tg −=x

Решение:

По формуле (15), ⇔∈+−= Znnx ,)3(arctg π ,,3arctg Z∈+−= nnx π  откуда

.,
3

Z∈+−= nnx ππ

Ответ: .3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZnnS ππ

 Запомните!

Рис. 8.20

O
x

–π–2π π
1

–1

2π

f (x) = cosxy

2
5π−

2
3π−

2
π−

2
π

2
3π

2
5π

arccosa–arccosa g(x) = a

O

y

x

Рис. 8.21

A1(1; 0)
A2

απ + α

P1

P
T

a > 0

 Запомните! Уравнение ,cos ax =  где ],1,1[−∈a  имеет на множестве R бесконечное множество
решений, которые можно геометрически изобразить как абсциссы точек пересече-
ния графиков  функций xxf cos)( =  и axg =)(  (рис. 8.20).

 Уравнение tg x = a

ОДЗ: .2\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ ZR kkx ππ

Так как ,)tg( R=E  то уравнение tg x = a имеет решения для
любого .R∈a

Решим уравнение ax =tg , используя тригонометрическую
окружность и ось тангенсов A

1
T (рис. 8.21). Для любого числа a

на оси тангенсов есть только одна точка T (1, а) с ординатой a.
Прямая OT пересекает тригонометрическую окружность в двух
точках (P и P

1
). Значит, существуют два угла α и π + α, тангенс

которых равен a, где ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈
2

,
2

ππα  и .arctg a=α

Тогда частным решением уравнения tg x = a является значение .arctg1 ax =  Ана-
логично решениям уравнений sinx =  a, cosx  =  a, пользуясь рисунком 8.21 и учиты-
вая периодичность функции тангенс, получаем общую формулу решений простей-
шего тригонометрического уравнения :,tg R∈= aax

.,arctg Z∈+= nnax π
Для a = 0 получим формулу для вычисления всех решений уравнения tg x = 0:

., Z∈= nnx π
Итак, множеством решений уравнения tgx = a, ,R∈a  является:

}.arctg{ Z∈+= nnaS π                                     (15)
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Внимание! При решении тригонометрических уравнений (неравенств) необходимо

учесть, что ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈
2

,
2

arctg
ππ

a  и .arctg)(arctg aa −=−

O x

Рис. 8.23

A1(0; 1)

A2(0; –1)

απ + α

P1

P T

a > 0
y

 Уравнение ctgx = a

ОДЗ: }.{\ ZR ∈∈ kkx π  Так как ,)ctg( R=E  то уравнение ax =ctg

имеет решения для любого .R∈a

Решим уравнение ,ctg ax =  используя тригонометрическую окруж-
ность и ось котангенсов TA1  (рис. 8.23).

Аналогично уравнению ,tg ax =  для простейшего тригонометричес-
кого уравнения ,,ctg R∈= aax  получаем общую формулу его решений:

.,arcctg Z∈+= nnax π
Для a = 0 получим формулу для вычисления всех решений уравнения

:0ctg =x
.,

2
Z∈+= nnx ππ

Итак, множеством решений уравнения ,,ctg R∈= aax  является:

}.arcctg{ Z∈+= nnaS π                             (16)

 Задание Выведите формулу (16).

Уравнение ,,ctg R∈= aax  имеет на множестве }|{\ ZR ∈kkπ  бесконечное мно-
жество решений, которые можно геометрически изобразить как абсциссы точек
пересечения графиков функций xxf ctg)( =  с прямой  g(x) = a.

Внимание! При решении тригонометрических уравнений (неравенств) необходимо
учесть, что ),0(arcctg π∈a  и .arcctg)(arcctg aa −=− π

Решим на множестве R уравнение .3ctg −=x

Решение:
Согласно формуле (16), Z∈+−= nnx ,)3(arcctg π .,3arcctg Z∈+−=⇔ nnx ππ
Значит, .,

6
5 Z∈+= nnx ππ

Ответ: .6
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

Задание
с решением

 Запомните!

 Тригонометрические уравнения вида f(sinx) = 0, f(cosx) = 0, f(tgx) = 0, f(ctgx) = 0

Уравнения, содержащие неизвестное под знаком только одной тригонометри-
ческой функции, решаются методом введения вспомогательного неизвестного,
приводящим исходное уравнение к такому уравнению, которое не содержит тригоно-
метрических функций.

Решим на множестве R уравнение .02sin2cos2 =++ xx
Решение:
ОДЗ: x ∈ R. Так как ,sin1cos 22 xx −=  то .03sin2sin2 =−− xx

Пусть ,sin tx =  где .1|| ≤t  Последнее уравнение сводится к алгебраическому уравне-
нию II степени ,0322 =−− tt  имеющему решения t

1
 = –1, t

2
 = 3. Значение t

2
 = 3 не

удовлетворяет условию .1|| ≤t  Решениями уравнения 1sin −=x  являются значения

.,2
2

Z∈+−= kkx ππ

Ответ: .22 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ

Задание
с решением
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Решим на множестве R однородное уравнение .0cossin3cos2 =− xxx

Решение:
cos x является общим множителем левой части.

Решая уравнение методом разложения на множители, получаем уравнение:

,0)sin3(coscos =− xxx  равносильное совокупности ⎢⎣
⎡

=−
=

.0sin3cos
,0cos

xx
x

Множествами решений этих уравнений являются соответственно множества:

,21 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZkkS ππ  .

3
1

arctg2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS π

Ответ: .3
1arctg2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZZ nnkkS πππ

U

Если бы мы поделили обе части первоначального уравнения на ,cos2 x  то потеряли

бы решения вида Z∈+= kkx ,
2

ππ  (решения уравнения 0cos =x ).

Задание
с решением

амечание

Уравнения вида (17) решаются делением обеих частей уравнения на xncos  при 0≠na

(на xnsin  при 00 ≠a ), если cosx (соответственно sinx) не является общим множителем.
Получаем равносильное уравнение ,0tg...tgtg 01

1

1 =++++ −
− axaxaxa n

n

n

n  которое
заменой tg x = t сводится к алгебраическому уравнению .0... 01

1

1 =++++ −
− atatata n

n

n

n

Действительно, если ),0(0 0 ≠≠ aan  то не существует угла ϕ, для которого 0cos =ϕ
),0(sin =ϕ  потому что если бы такой угол существовал, то, заменив в первона-

чальном уравнении x на ϕ, получили бы: 0sin =ϕn

na  )0cos( 0 =ϕna  или 0sin =ϕ
).0(cos =ϕ  Однако не существует угла, для которого функции синус и косинус прини-

мали бы одновременно значение 0. Значит, деление обеих частей однородного уравне-
ния (17) на cosn x (соответственно на sinn x) приводит к равносильному уравнению.

Решим на множестве R уравнение .2sin4cossincos 22 =+− xxxx

Решение:

ОДЗ: x ∈ R. Подставив в заданное уравнение ),sin(cos2122 22 xx +=⋅=  получим
однородное уравнение: .0sin2cossincos 22 =−+ xxxx  Деление его обеих частей на

x2cos  приводит к равносильному уравнению .02tgtg2 =−+ xx
Пусть .tg tx =  Тогда получаем алгебраическое уравнение ,022 =−+ tt  имеющее

решения .1,2 21 =−= tt  Вернувшись к неизвестному x, получаем совокупность три-
гонометрических уравнений ,1tg;2tg =−= xx  множествами решений которых явля-

ются соответственно множества: }2arctg{1 Z∈+−= kkS π  и .42 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

Ответ: .4}2arctg{
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈+−= ZZ nnkkS πππ U

Задание
с решением

Внимание! Если при решении тригонометрических уравнений возможно применение
метода разложения на множители (особенно при решении однородных тригоно-
метрических уравнений), то сначала применяем этот метод, а затем – другие методы
решения полученных уравнений. В противном случае можем потерять решения на
первом же этапе решения.

 Однородные тригонометрические уравнения

Тригонометрические уравнения вида
 0coscossin...cossinsin 0

1
1

1
1 =++++ −−

− xaxxaxxaxa nnn
n

n
n         (17)

называются однородными тригонометрическими уравнениями  n-ой степени,
,∗∈Nn  относительно sin x и cos x.

пределение
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Решим на множестве R уравнение .1cos3sin2 =+ xx

Решение:

ОДЗ: x ∈ R. Приводим исходное уравнение (оно имеет решение, так как 222 132 >+ )

к однородному: ⇔=−−−+ 0
2

sin
2

cos
2

sin3
2

cos3
2

cos
2

sin4 2222 xxxxxx

.0cos2cos2sin22sin2 22 =−−⇔ xxxx  Разделив обе части последнего уравнения на

,0
2

cos2 ≠x  получим равносильное уравнение: .01
2

tg2
2

tg2 2 =−− xx  После подста-

новки t
x =
2

tg  получаем алгебраическое уравнение: ,0122 2 =−− tt  имеющее реше-

ния .
2

31
,

2
31

21

+=−= tt  Вернувшись к неизвестному x, получаем совокупность

уравнений: ,
2

31
2

tg;
2

31
2

tg
+=−= xx

 решениями которой являются множества:

,22
312arctg1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−= ZkkS π  .22
312arctg2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++= ZnnS π

Ответ: .22
312arctg22

312arctg
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−= ZZ nnkkS ππ U

Задание
с решением

 Запомните! Уравнение вида cxbxa =+ cossin  имеет решения, если и только если 222 cba ≥+
(так как уравнение II степени имеет решения тогда и только тогда, когда ).0≥∆
При cb −=  уравнение сводится к простейшему тригонометрическому уравнению
вида ,tg at =  а при cb =  применяется метод разложения на множители. При

0=c  получаем однородное тригонометрическое уравнение I степени.

 Тригонометрические уравнения вида ,cossin cxbxa =+  *R∈ba,

Рассмотрим несколько методов решения уравнений этого вида.

 Метод сведения к однородному уравнению

Так как ,
2

cos
2

sin2
2

2sinsin
xxx

x =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ⋅=  а 
2

sin
2

cos
2

2coscos 22 xxx
x −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ⋅=  и

,
2

cos
2

sin1 22 xx +=  то в общем случае уравнение cxbxa =+ cossin  сводится к одно-

родному уравнению вида:

.0
2

sin)(
2

cos
2

sin2
2

cos)( 22 =+−+− x
cb

xx
a

x
cb                               (18)

 Метод введения вспомогательного угла

Разделив обе части уравнения cxbxa =+ cossin  (19) на a, ,*R∈a  получим равно-

сильное уравнение 
a
c

x
a
b

x =+ cossin   (20).

Пусть ,tgα=
a
b  где .

2
,

2
arctg ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−∈= ππα

a
b  Угол α называется вспомогательным

углом. Подставив αtg=
a
b  в уравнение (20), получим:

cos
cossincossin

cos
cos
sin

sincostgsin α
αα

α
αα

a
cxx

a
c

xx
a
c

xx ⇔=+⇔=+⇔=⋅+

.cos)sin(
cos

)sin( ααα
α

a
c

x
a
cx =+⇔=+⇔

Решения последнего уравнения являются решениями уравнения (19).
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 Метод сведения к системе алгебраических уравнений

Дано уравнение .,,cossin *R∈=+ bacxbxa  Учитывая, что 1cossin 22 =+ xx  для
любого x ∈ R, и полагая, что ,cos,sin vxux ==  сводим заданное уравнение к систе-

ме алгебраических уравнений: 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,122

cbvau
vu  Решив эту систему и вернувшись к про-

изведенным подстановкам, получим решения исходного уравнения.

В некоторых случаях вводится вспомогательный угол, учитывая, что уравнение

cxbxa =+ cossin  равносильно уравнению ,)sin(
22 ba

c
x

+
=+ ϕ  где ϕ  определя-

ется, решив систему: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

.cos

,sin

22

22

ba

a
ba

b

ϕ

ϕ

В случае уравнения 3cossin3 =+ xx  имеем: ,1,3 == ba  значит .222 =+ ba

Разделив обе части уравнения на 2, получим: 
2
3

cos
2
1

sin
2
3 =+ xx  или

.
2
3

cos
6

sinsin
6

cos =+ xx
ππ

Значит, 
6
πϕ =  и ,

2
3

6
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + x

π  откуда .,
63

)1( Z∈+−−= kkx k πππ

Ответ: .63)1(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZkkS k πππ

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение .13cos3sin =+ xx

Решение:

Пусть .3cos,3sin vxux ==  Зная, что 13cos3sin 22 =+ xx , уравнение сводится к

системе алгебраических уравнений: ⇔
⎩
⎨
⎧

−=
=+−⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=+

1
,1)1(

1
,1 2222

vu
vv

vu
vu

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=
=−

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

−=
=−⇔

⎩
⎨
⎧

−=
=++−⇔

.0
,1

;1
,0

1
,01

;1
,0

1
,0)1(2

1
,121 22

u
v

u
v

vu
v

vu
v

vu
vv

vu
vvv

Задание
с решением

Решим на множестве R уравнение .3cossin3 =+ xx

Решение:
ОДЗ: x ∈ R. Разделив обе части уравнения на ,3  получим уравнение :

                                           .1cos
3

1
sin =+ xx              (*)

Имеем .
3

1
tg == α

a
b

 Значит, .
2

,
26 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−∈= πππα  Подставив 

6
tg

3

1 π=  в уравнение (*),

получим: .
2
3

6
sin

6
coscos

6
sin

6
cossin1cos

6
cos

6
sin

sin =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +⇔=⋅+⋅⇔=⋅+ ππππ
π

π
xxxxx

Следовательно, .,
63

)1( Z∈+−−= kkx k πππ

Ответ: .63)1(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZkkS k πππ
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 Решение тригонометрических уравнений с отбором решений

Иногда требуется не только решить соответствующее тригонометрическое уравне-
ние, но и отобрать те решения, которые удовлетворяют некоторым заданным изна-
чально условиям: принадлежат заданному числовому промежутку, являются реше-
ниями других уравнений или неравенств и т. д. Рассмотрим процедуру отбора реше-
ний на конкретном примере.

Решим на множестве R уравнение 5cossin4)cos(sin5 =−+ xxxx  и найдем его

решения, принадлежащие отрезку .
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ

Решение:

ОДЗ: x ∈ R. Вводим новое неизвестное .cossin txx =+

Тогда 
2

1
cossin

2 −= t
xx  (Обоснуйте!) и исходное уравнение сводится к квадрат-

ному уравнению ,0352 2 =+− tt  имеющему решения 5,1,1 21 == tt  (Проверьте!).

Вернувшись к неизвестному x, получим совокупность уравнений: ;1cossin =+ xx
.5,1cossin =+ xx  Второе уравнение не имеет решений на множестве R. (Проверьте!)

Решаем первое уравнение методом введения вспомогательного угла и получаем

уравнение: ,
2
2

4
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + π

x  имеющее решения:

,,
42

2
arcsin)1( Z∈+−−= kkx k ππ

 или .,
4

]1)1[( Z∈+−−= kkx k ππ

Для отбора решений, принадлежащих отрезку ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ  рассмотрим два случая:

1) Пусть .,2 Z∈= nnk  Тогда ,,2
4

]1)1[( 2 Z∈+−−= nnx n ππ  или .,2 Z∈= nnx π

Так как ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈ ππx  то .,

2
2 Z∈≤≤− nn

πππ

Значит, .,
4
1

2
1 Z∈≤≤− nn  Делаем вывод, что n = 0. Тогда, 02 ⋅= πx  или .0=x

То есть только одно решение принадлежит отрезку .
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ

2) Пусть .,12 Z∈+= nnk  Тогда , ,,)12(
4

]1)1[( 12 Z∈++−−= + nnx n ππ  или

.,2
2

Z∈++−= nnx πππ  То есть, .,2
2

Z∈+= nnx ππ

Так как ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈ ππx  то ,,

2
2

2
Z∈≤+≤− nn

ππππ  или .,
2
1

2
2
1

1 Z∈≤+≤− nn

Задание
с решением

Возвращаясь к сделанным заменам, получаем:

a) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+=

∈+=
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+=

∈+=
⇔

⎩
⎨
⎧

=
=

.,
36

,,
3

2
6

,
2

3

,,2
2

3

03cos
,13sin

Z

Z

Z

Z

n
n

x

kkx

nnx

kkx

x
x

ππ

ππ

ππ
ππ

б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈=

∈=
⇔

⎩
⎨
⎧

∈=
∈=⇔

⎩
⎨
⎧

=
=

.,
3

2

,,
3

,23
,,3

13cos
,03sin

Z

Z

Z
Z

n
n

x

k
k

x

nnx
kkx

x
x

π

π

π
π

Ответ: .
3

2
63

2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= ZZ k

k
n

n
S

πππ
U
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Как тригонометрические функции, так и тригонометрические уравнения приме-
няются в различных областях. Например:
• Преобразование вращения описывается соотношением, в котором фигурируют

тригонометрические функции.
• В медицине уравнение функционирования сердца описывается сложным триго-

нометрическим уравнением.
• Ученые-биологи утверждают, что путь, пройденный рыбой в воде, имеет синусои-

дальную (или косинусоидальную) траекторию, а при плавании их тело прини-
мает форму графика тангенса (или котангенса).

• В географии для расчета расстояния между различными точками (доступными
или недоступными) используется теорема косинусов.

• В архитектуре для расчета высоты используется угол возвышения, который опре-
деляется из соотношений, содержащих тригонометрические функции.

• В декоративно-прикладном искусстве встречаются различные кривые, имеющие
тригонометрическое описание.

• В физике маятник совершает периодические колебания, имеющие тригоно-
метрическое описание и т. д.

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

Решите на множестве R уравнение (1–3):

1. a) ;22sin =x б) ;
2
3

sin −=x в) ;1
4

3sin =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + π
x г) .

2
1

63
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − πx

2. a) ;1
3

2cos =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − π
x б) ;

2
3

cos −=x в) ;
2
5

5cos =x г) .
2
1

3
4

cos =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − x
π

3. a) ;
3

1
tg −=x б) ;252tg =x в) ;13

4
tg =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − x

π г) .3
56

tg =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − xπ

Этим примером мы показали, как можно применить метод введения вспомога-
тельного неизвестного при решении уравнений вида .0)cossin,cos(sin =± xxxxf

амечание

B1

Решите на множестве R уравнение (4–8):

4. a) ;
4
1

2
5

cos2 =x
б) ;

2
1

4
sin2 =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − π

x в) ;3
6

3tg2 =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + π
x

г) ;
3

cos)23(cos1 2 π=−− x д) ;6sin2cossin xxx =− е) .3cos2)cos(sin2 xxx =+

5. a) ;01sinsin2 2 =−− xx б) ;06cos5cos2 =+− xx в) ;012tg7tg2 =+− xx г) .015sin5cos2 2 =++ xx

6. a) ;0
3

cos
3

sin =+ xx
б) ;0cos3sin4 =− xx в) ;2sincos3sin 22 xxx =− г) .32sinsin4 2 =+ xx

7. a) ;
2

1
sincos =+ xx б) ;22cos32sin =− xx в) ;5cossin5 =+ xx г) .3sin2sincos xxx =−

 Значит, .,0
4
3 Z∈≤≤− nn  Делаем вывод, что .0=n  Тогда, ππ ⋅⋅+= 02

2
x  или

.
2
π=x  Значит, только одно решение принадлежит отрезку .

2
, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− ππ

Объединение полученных в обоих случаях решений, образует множество ре-
шений исходного уравнения, принадлежащих указанному отрезку.

Ответ: .
2

,0
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −= π

S
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§4 Тригонометрические неравенства

4.1. Понятие тригонометрического неравенства

Тригонометрические неравенства можно решать, используя свойства тригоно-
метрических функций (периодичность, монотонность, соответствующие тождества
и др.) и/или применяя общие методы решения неравенств (в том числе, метод
интервалов). Поскольку проверка решений тригонометрических неравенств в об-
щем случае практически невозможна, проследим за тем, чтобы производимые в
процессе решения преобразования приводили к равносильным неравенствам.

Решение тригонометрических неравенств обычно сводится к решению простейших
тригонометрических неравенств или систем (совокупностей) простейших тригоно-
метрических неравенств.

Неравенства, содержащие неизвестное только под знаком тригонометрических
функций, называются тригонометрическими неравенствами.

пределение

α

10. Вертикальный столб высотой 7 м оставляет тень длиной 4 м. Определите
(в градусах) высоту солнца над линией горизонта.

11. Стороны четырехугольника, вписанного в окружность, равны ,10 см=a
смсмсм 8,2,4 === dcb  (в этой последовательности). Найдите величи-

ну угла, образованного сторонами a и b.

12. Отношение площади боковой поверхности к площади основания правиль-
ной треугольной пирамиды равно .2  Найдите величину угла, образо-
ванного боковым ребром и высотой пирамиды.

13.  Работайте в парах!  Диагонали боковых граней прямоугольного параллелепипеда образуют с

соответствующими сторонами основания углы α и β. Найдите величину угла, образованного диагональю
параллелепипеда с соответствующей диагональю его основания.

14. Известно, что две стороны треугольника равны l и m, а биссектриса угла, образованного этими сторонами,
равна b. Найдите величину этого угла.

15. Составьте и решите тригонометрическое уравнение:
a) однородное;               б) вида ;,,cossin *R∈=+ bacxbxa                в) сводимое к алгебраическому уравнению.

16*. Решите на множестве R уравнение, где a – действительный параметр:

a) ;01sinsin2 =−+ xxa б) ;01sin2sin)1( 2 =−+−+ axxa
в) ;02tg2tg)12( 2 =−−+ axxa г) .13sincos3 −=− axx

C1

8.  Работайте в парах!

a) ;cossin2cos xxx −= б) );sin(cos212sin xxx −−= в) ;1cos5cossin5sin2 22 =++ xxxx
г) ;12cos2sin 44 =− xx д) ;1cossin 33 =+ xx е*) ;15cos3sinsin =xxx

ж) );cos(sin2ctgtg xxxx +=+ з) ;0
6

tgtg
6

tg =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − ππ
xxx

и) ;
2

5
sin2

3
cos

3
sin

xxx =− к) .4sin1
2tg1

2tg1
x

x

x −=+
−

9.  Исследуйте!  Найдите действительные решения тригонометрического уравнения, принадлежащие

указанному промежутку:

a) ;
4

3
,0cossin2sin1 ππ ≤≤−=−+− xxxx б) ;

4
,

4
,

2
cos

2
3

sin5sin2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈= ππ

x
x

xx

в) ;,2,02sin3sin2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈=+− ππxxx г) ).,0(,02cos7cos2 2 π∈=+− xxx



186

М
О
Д
УЛ

Ь
8 Элементы тригонометрии

4.2. Простейшие тригонометрические неравенства

Простейшие тригонометрические неравенства (аналогично простейшим триго-
нометрическим уравнениям) можно решить:

1) пользуясь тригонометрической окружностью;
2) используя графики тригонометрических функций.

Считаем более удобным рассмотрение решений простейших тригонометрических
неравенств на тригонометрической окружности.

Решим на R неравенство .
2
3

sin >t

Решение:
ОДЗ: .R∈t  Сначала решаем неравенство на отрезке ]2,0[ π

длиной 2π. Построим тригонометрическую окружность и прямую

2
3=y  (рис. 8.24). Все точки тригонометрической окружности,

ординаты которых больше ,
2
3  составляют дугу ,21PP  а соответ-

ствующие им углы t удовлетворяют двойному неравенству .21 ttt <<
Этой дуге соответствует центральный угол .21OPP  Точке 

1P  соот-

ветствует значение ,
32

3
arcsin1

π==t  а точке 
2P  – значение

.
3

2
32

3
arcsin2

ππππ =−=−=t  Итак, все решения первоначального

неравенства, принадлежащие отрезку ]2,0[ π  длины ,2π  удовлет-

воряют двойному неравенству .
3

2
3

ππ << t

Поскольку функция синус периодична и ее основной период равен 2π, все ос-
тальные решения заданного неравенства можно получить, прибавив к каждому из
найденных решений на этом отрезке числа вида .,2 Z∈kkπ  Таким образом,

получаем решения исходного неравенства: ,2
3

2
2

3
ktk ππππ +<<+  .Z∈k

Ответ: .2
3

2
,2

3 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

kkS
k

ππππ
Z
U

O

y

x

N

Рис. 8.24

P1P2

t1

t2

M
2
3=y

–1 1

–1

1

Неравенства вида ,cos,cos,cos,sin,sin,sin,sin atatatatatatat ≥<>≤≥<>
,tg,tg,tg,tg,cos atatatatat ≤≥<>≤  ctg,ctg,ctg,ctg ≤≥<> atatatat

)( R∈a  называются простейшими тригонометрическими неравенствами.

пределение

Задание
с решением

 Простейшее тригонометрическое неравенство вида  at >sin       (1)

1) При 1≥a  неравенство (1) не имеет решений.

2) При 1−<a  решением неравенства (1) является любое значение .R∈t

3) Пусть .arcsin,11 aa =<≤− α  Учитывая периодичность функции

синус, получаем значения t (рис. 8.25):

.,2arcsin2arcsin Z∈+−<<+ kkatka πππ
Итак, множеством решений неравенства (1) является:

).2arcsin,2(arcsin kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

O

y

x

N

Рис. 8.25

P1P2 M
ay =

–1 1

–1

1

t2
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O

y

x

Рис. 8.27

P1

P2

M

2
1=x

N
–1 1

–1

1

t1

t2

При решении простейших тригонометрических неравенств находят сначала их
решения на промежутке длиной 2π (для синуса и косинуса) или длиной π (для
тангенса и котангенса). Ответ записывается с учетом периодичности соответствую-
щих тригонометрических функций.

O

y

x

N

Рис. 8.26

P1P2 M ay =

1–1

1

–1

t1

t2

 Запомните!

  Простейшее тригонометрическое неравенство вида at >cos            (5)

Решим на множестве R неравенство .
2
1

cos >t

Решение:

ОДЗ: .R∈t  Решаем это неравенство на отрезке ],[ ππ−  длиной 2π.

Построим тригонометрическую окружность и прямую 
2
1=x  (рис. 8.27).

Точки тригонометрической окружности имеют абсциссу больше ,
2
1

если они принадлежат дуге ,21PP  соответствующей углу .21OPP

Имеем .
2
1

arccos;
2
1

,
2
1

arccos;
2
1

21 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − PP

Следовательно, на отрезке ],[ ππ−  точка принадлежит дуге ,21PP  если

,
2
1

arccos
2
1

arccos <<− t  или .
33
ππ <<− t  Итак, значения t, ,

33
ππ <<− t

принадлежащие отрезку ],[ ππ−  длины ,2π  являются решениями ис-

ходного неравенства.

Задание
с решением

  Простейшее тригонометрическое неравенство вида at <sin       (2)

1) При 1>a  решением неравенства (2) является любое значение .R∈t

2) При 1−≤a  неравенство (2) не имеет решений.
3) При 11 ≤<− a , заменой переменной ,zt −=  решение неравенства (2) сводится к
решению неравенства вида .sin at >  В этом случае решениями неравенства (2) явля-
ются значения t, ,,2arcsin2arcsin Z∈+<<+−− kkatka πππ  а множество решений
неравенства (2) записывается так:

.)2arcsin,2arcsin( kakaS
k

πππ ++−−=
∈Z
U

  Простейшее тригонометрическое неравенство вида at ≥sin             (3)

1) При 1−≤a  решением неравенства (3) является любое значение .R∈t

2) При 1>a  неравенство (3) не имеет решений.
3) При 11 ≤<− a  решениями неравенства (3) являются значения t:

,,2arcsin2arcsin Z∈+−≤≤+ kkatka πππ  а

.]2arcsin,2[arcsin kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

  Простейшее тригонометрическое неравенство вида at ≤sin        (4)

1) При 1≥a  решением неравенства (4) является любое значение
.R∈t

2) При 1−<a  неравенство (4) не имеет решений.
3) При 11 <≤− a  решениями неравенства (4) являются значения t
(рис. 8.26): ,,2arcsin2arcsin Z∈+≤≤+−− kkatka πππ  а

  ].2arcsin,2arcsin[ kakaS
k

πππ ++−−=
∈Z
U



188

М
О
Д
УЛ

Ь
8 Элементы тригонометрии

  Простейшее тригонометрическое неравенство вида at <cos      (6)

1) При 1>a  решением неравенства (6) является любое значение .R∈t

2) При 1−≤a  неравенство (6) не имеет решений.
3) При 11 ≤<− a  решениями неравенства (6) являются значения t,

,,2arccos22arccos Z∈+−<<+ kkatka πππ  а множеством решений неравенства
является:

 ).2arccos2,2(arccos kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

 Простейшее тригонометрическое неравенство вида at ≥cos       (7)

1) При 1−≤a  решением неравенства (7) является любое значение .R∈t

2) При 1>a  неравенство (7) не имеет решений.
3) При 11 ≤<− a  решениями неравенства (7) являются значения t,

,2arccos2arccos +≤≤+− katka ππ  ,Z∈k  а:

].2arccos,2arccos[ kakaS
k

ππ ++−=
∈Z
U

 Простейшее тригонометрическое неравенство вида at ≤cos       (8)

1) При 1≥a  решением неравенства (8) является любое значение .R∈t

2) При 1−<a  неравенство (8) не имеет решений.
3) При 11 <≤− a  (рис. 8.29) решениями неравенства (8) являются
значения t, ,2arccos22arccos +−≤≤+ katka πππ  ,Z∈k  а

   ].2arccos2,2[arccos kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

 Простейшее тригонометрическое неравенство вида
R∈> aa,ttg     (9)

O

y

x

Рис. 8.28

P1

P2

M

ax =

N
–1 1

–1

1

t1

t2

Поскольку функция косинус периодична и ее основной период равен 2π, все
остальные решения заданного неравенства получим, прибавив к каждому из най-
денных решений на этом отрезке числа вида .,2 Z∈kkπ  Таким образом, решениями

исходного неравенства являются значения t: .,2
3

2
3

Z∈+<<+− kktk ππππ

Ответ: .2
3

,2
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
kkS

k
ππππ

Z
U

Вернемся к неравенству .cos at >  Можно доказать, что:
1) при 1≥a  неравенство (5) не имеет решений;
2) при 1−<a  решением неравенства (5) является любое значение ;R∈t
3) при 11 <≤− a  (рис. 8.28) решениями неравенства (5) являются
значения t, .,2arccos2arccos Z∈+<<+− kkatka ππ
Следовательно, множеством решений неравенства (5) является:

 ).2arccos,2arccos( kakaS
k

ππ ++−=
∈Z
U

Рис. 8.29

O

y

x

P2

P1

M

ax =

N

–1 1

–1

1

t2
t1

Задание
с решением

Решим на  R неравенство .
3
3

tg >t

Решение:

ОДЗ: .2\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ ZR kkt ππ

 Основной период функции тангенс равен π.

Поэтому, учитывая, что ,
2

,
2

arctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈ ππ
a  находим решения этого неравенства на

промежутке ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−
2

,
2

ππ
 длиной π.
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 Задание Выведите формулы (11)–(13).

  Решениями простейшего тригонометрического неравенства

вида R∈≥ aa,ttg , являются значения t:

,
2

arctg +<≤+ ktka πππ ,Z∈k  а

 .
Z

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ++=

∈
kkaS

k
πππ

2
,arctgU                          (12)

  Решениями простейшего тригонометрического неравенства вида

R∈≤ aa,ttg , являются значения t: ,arctg
2

+≤<+− katk πππ  ,Z∈k  а

 .
Z ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛ ++−=

∈
kakS

k
πππ

arctg,
2

U                         (13)

Анализируя рисунок 8.31, замечаем, что точка 1P  делит дугу DAB

на две части: дуги BP1  и .1DAP  Для дуги BP1  (точки 
1P  и B исключа-

ются) справедливо неравенство .tg at >  Тогда решениями неравен-

ства (9) являются значения t: ,,
2

arctg Z∈+<<+ kktka πππ  а

.
Z

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

kkaS
k

πππ
2

,arctgU

 Простейшее тригонометрическое неравенство вида
R∈< aat ,tg        (10)

Для дуги 1DAP  (рис. 8.31, точки D и 
1P  исключаются) справедливо

неравенство .tg at <  Тогда решениями неравенства (10) являются

значения t: ,,arctg
2

Z∈+<<+− kkatk πππ  а

 .
Z

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

kakS
k

πππ
arctg,

2
U                         (11)

O

y

x

P1

B

A(1; 0)

2
π

N

2
π−

Рис. 8.31

D

tgt = at2
t1

O

y

x

P1

P2

A

2
π

N

2
π−

t2
t1

Рис. 8.30

K

T

3
3

O

y

x

P1

A

π

N

Рис. 8.32

A(1; 0)t

aarcctg

a

Построим тригонометрическую окружность и ось тангенсов AT
(рис. 8.30). Если значение t является решением данного неравенства,

то ордината точки T, равная ,tg t  должна быть больше .
3
3

 Мно-

жество таких точек T образуют луч (NT. Все точки полуокружности,
которые соответствуют лучу (NT, образуют дугу .21PP  Тогда 21 ttt <<
(точки 1P  и 2P  не принадлежат дуге).

Следовательно, ,
23

3
arctg

π<< t  то есть .
26
ππ << t

Учитывая периодичность функции тангенс, получаем, что решениями

заданного неравенства являются значения t: .,26 Z∈+<<+ kktk ππππ

Ответ: .
2

,
6 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
kkS

k
ππππ

Z
U

  Решениями простейшего тригонометрического неравенства вида

R∈> aa,tctg  (рис. 8.32) являются значения t: ,arcctg +<< katk ππ
,Z∈k  а

 ).arcctg,( kakS
k

ππ +=
∈Z
U                                  (14)
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  Решениями простейшего тригонометрического неравенства вида R∈< aa,tctg ,
являются значения t: ,,arcctg Z∈+<<+ kktka πππ  а

 ).,arcctg( kkaS
k

πππ ++=
∈Z
U                                     (15)

  Решениями простейшего тригонометрического неравенства вида R∈≥ aa,tctg ,
являются значения t: ,,arcctg Z∈+≤< kkatk ππ  а

 ].arcctg,( kakS
k

ππ +=
∈Z
U                                          (16)

  Решениями простейшего тригонометрического неравенства вида R∈≤ aa,tctg ,
являются значения t: ,,arcctg Z∈+<≤+ kktka πππ  а

 ).,arcctg[ kkaS
k

πππ ++=
∈Z
U                                      (17)

Упражнения и задачи  
Реальный профиль

A1

Решите на множестве R неравенство (1–2):

1. a) ;
2
2

sin <x б) ;
2
3

sin ≥x в) ;
2
3

sin −<x г) ;2sin −<x д) ;
2
1

cos <x

е) ;
2
3

cos ≥x ж) ;
2
3

cos −<x з) ;4cos ≤x и) ;3tg >x к) ;
3
3

tg −<x

л) ;2tg −≥x м) ;1tg ≤x н) ;1ctg <x о) ;3ctg −≤x п) ;
3
3

ctg >x

р) ;3ctg −>x с) ;0coscos2 2 ≤+ xx т) ;0sin5sin2 ≥− xx у) .03tg2tg2 >−+ xx

2. a) ;
2
2

62
sin −≤⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − πx б) ;

2
2

3cos ≤x в) ;15ctg −>x

г) ;3
3

3tg −<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − π
x д) ;12

4
cos −>⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − x

π е) .0
43

ctg ≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + πx

 Задание Выведите формулы (14)–(17).

3.  Работайте в парах!  Решите на множестве R неравенство.

a) ;2cossin <− xx б) ;12cos2sin3 ≥+ xx в) ;15cos5sin −>+ xx

г) ;
2
3

2cossincos2sin −<+ xxxx e*) ;0|cos|2cos >+ xx f*) .2sin3cossin 22 −<− xxx

4.  Исследуйте!  Найдите решения уравнения ,01cos42cos2 =−− xx  для которых .
2
1

|sin| ≥x

5.  Исследуйте!  Найдите решения уравнения ,3sin2sinsin 222 xxx =+  для которых .
2
1

cos −≥x

B1

6. Составьте тригонометрическое неравенство, которое решается методом введения вспомогательного неиз-
вестного.

7*. Покажите, что ),cos(sin)sin(cos xx <  для любых .R∈x

8. Решите на множестве R неравенство .|cos||sin| xx ≤

C1
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9.  Исследуйте!  Турист подошел к реке. На противоположном берегу у воды растет дерево (вертикально).

a) Как турист может определить ширину реки при помощи транспортира?
б) Как турист может определить ширину реки без транспортира?

10. Зубчатое колесо содержит 72 зуба. Выразите в градусах величину угла,
если колесо повернуть на: 1 зуб; 30 зубьев; 144 зуба; 300 зубьев.

Упражнения и задачи на повторение  
Реальный профиль

A1

1. Вычислите значение выражения:

a) ;15cos180cos2
3sin 2 °+°−π

б) .6sin17sin90ctg 2 ππ +⋅°

2. Вычислите ,2cos α  если известно, что:

a) ;6,0cos =α б) .4,0sin −=α

3. Найдите значение выражения:

a) ;)33sin(
)57cos(3

°−
°−

б) ).sin(2cos αππα −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −

4. Лестница, приставленная к вертикальной стене, образует со стеной угол в 15°. Найдите длину лестницы,
если расстояние от основания лестницы до стены равно 1,2 м.

5. Маятник длиной 20 см качается так, что угол между двумя его крайними положениями равен 60°. Найдите
высоту, на которую поднимается конец маятника относительно его положения равновесия.

6. Запишите в порядке возрастания значения: .4
3ctg,6tg,2cos,6

4sin ππππ

7.  Работайте в парах!  Пусть:

a) 13
5cos =α  и .900 °<<° α  Найдите ).90cos( α+° б) 28,0sin =α  и .20 πα <<  Найдите .2sin α

в) 3
4tg =α  и .20 πα <<  Найдите .sinα г) .1)(tg,3tg =+= βαα  Найдите .tgβ

д) .3)(tg,2
1ctg =+= βαα  Найдите .ctgβ

8. Вычислите:

a) ;2
1arccos ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−                          б) ;3

3arctg ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−                          в) ).3(arcctg −

B1

14. Известно, что .ctgtg m=+ αα  Найдите:
a) ;ctgtg 22 αα + б) .ctgtg 33 αα +

15.  Исследуйте!  Верно ли неравенство:

a) .0sin)287cos(cos)287sin( <−°+−° αααα         б) .0sin)149sin(cos)149cos( >+°++° αααα

11. Сравните с 1 значение выражения ,a  если .10cos3
5sin110cos °°= πa

12. Найдите, используя свойства тригонометрических функций, знак значения выражения:

a) ;160cos10cos
)70(ctg10ctg

°+°
°−+°

б) .
2ctg6

5ctg
3cos1cos

−

−

π

π

13. Исследуйте на четность или нечетность функцию :: R→Df
a) ;)cos(sin)( 2xxxf += б) .tg3sin)( xxxf −=

È Ë
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21. Угол при основании равнобедренного треугольника равен .α
a) Найдите отношение m площади треугольника к сумме квадратов длин его сторон.

б) Докажите равенство .ctg3tg
1

2
1

αα +
⋅=m

в) Найдите значение α , для которого .8
1=m

г) Найдите значения α , для которых m принимает наибольшее значение.

д) Найдите множество значений отношения m.

22*. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;3cossin3|cos3sin −+=− xxxx|            б) .0)2sin4cos5(log)2sinsin2(log
3
13 =++ xxxx

23*. Решите на множестве R  уравнение:

a) ;0cossin812sin5 =+− xxx              б) .02coscos4cos10 =−− xxx

C1

CA

B

α

24.  Работайте в группах!   Проект. Приложения тригонометрических элементов в строительстве.

Итоговый тест
Реальный профиль

1. Укажите верный вариант.

Угол °= 272α  принадлежит

 A  I четверти.                B  II четверти.               C  III четверти.             D  IV четверти.

2. Найдите истинностное значение высказывания:

„Если ,cossin axx =+  то 3233 5,05,1cossin aaxx −=+ “.

Обоснуйте.

3. Пусть .18090,6,0sin °<<°= αα  Вычислите sin2a, cos2a, tg2a, ctg2a.

4. Найдите решения уравнения xxxx sin32sinctg2ctg2 +=− , для которых .02cos ≥x

5. Дана функция .2tg)(,: xxfDf −=→ R  Найдите значения x, где ,
2

0
π<< x  при которых функция  f  опре-

делена.

6. Длины сторон параллелограмма равны 5 см и 3 см, а высота, проведенная к большей стороне, равна 2 см.
Вычислите величину острого угла, образованного диагоналями параллелограмма.

16. (  2024) Решите на множестве R уравнение .0
cos311sin12cos18

2

22

=
−

++
xx

xxx

π
17. Не используя калькулятор, вычислите .315ctg253cos17sin °+°+°

18.  Работайте в парах!  Используя 6 различных способов, решите на можестве R  уравнение .1cossin =+ xx

19. Найдите решения уравнения ,1coslog2sinlog
3
2

3
2 =− xx  принадлежащие интервалу ].2,350[ °°−

20. Радиус круга, вписанного в равнобедренный треугольник, в 4 раза меньше радиуса круга, описанного
около этого треугольника. Найдите величины углов треугольника.

   Время  выполнения работы:45 минут

È Ë
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9Четырехугольники. Многоугольники. Повторение и дополненияЧетырехугольники.
Многоугольники.

Повторение и дополнения39ÌÎÄÓËÜ

распознавание и применение четырехугольников и многоугольников в различных контекстах;
использованием изученных свойств четырехугольников и многоугольников в реальных и/или смодели-
рованных ситуациях;
выявление и применение золотого сечения в различных областях.

Геометрия – лучшая и самая простая из всех логик, наиболее
подходящая для придания негибкости суждениям и разуму.

Дени Дидро

Четырехугольник, у которого противолежащие стороны попарно параллель-
ны, называется параллелограммом.

пределение

амечание В дальнейшем будем рассматривать только выпук-
лые четырехугольники (многоугольники), т. е. четы-
рехугольники (многоугольники), лежащие в одной
полуплоскости относительно любой прямой, содер-
жащей его сторону.

Четырехугольник является параллелограммом  тогда и только тогда, когда
противолежащие стороны попарно конгруэнтны.

еорема 1

Четырехугольник является параллелограммом тогда и только тогда, когда
две противолежащие стороны параллельны и конгруэнтны.

еорема 2

Четырехугольник является параллелограммом тогда и только тогда, когда
противоположные углы попарно конгруэнтны.

еорема 3

Четырехугольник является  параллелограммом тогда и только тогда, когда
его диагонали в точке пересечения делятся пополам.

еорема 4

 Задание • Докажите теоремы 1–4.

(теорема о равноудаленных параллельных прямых)
Пусть прямые a и d не параллельны. Если на прямой a отложить конгруэнт-
ные отрезки AA 21 ,  nn AAAA 132 ...,, −  и через их концы провести прямые, парал-
лельные прямой d, то эти прямые отсекут на любой другой прямой b (b d)
конгруэнтные отрезки 

nn BBBBBB 13221 ...,,, −  (рис. 9.1).

еорема 5

§1 Параллелограмм и его свойства. Трапеция

1.1. Пораллелограмм

PPPPP Вспомним

Цели
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Доказательство:
Проведем через точки Bi+1 полупрямые, параллельные

прямой a, и обозначим через Ci  
их точки пересечения с прямы-

ми AiBi. Заметим, что четырехугольники AiAi+1Bi+1Ci
 явля-

ются параллелограммами, откуда следуют соотношения
.][][ 11 ++ ≡ iiii AABC  Применяя II признак (УСУ), можно доказать,

что cг 
nnniii BCBBCBBCBBCB 111322211 ...... −−+ ∆≡≡∆≡≡∆≡∆ ,

откуда следует, что

].[...][...][][ 113221 nnii BBBBBBBB −+ ≡≡≡≡≡    

Частные виды параллелограмма

Прямоугольник – это параллелограмм, у которого один угол прямой. Из теорем
о параллелограммах следует, что у прямоугольника все углы прямые.

Параллелограмм является прямоугольником тогда и только тогда, когда его
диагонали конгруэнтны.

еорема 6

Ромб – это параллелограмм, у которого смежные стороны конгруэнтны.
Следовательно, у ромба все стороны конгруэнтны.

Параллелограмм является ромбом тогда и только тогда, когда его диагонали
перпендикулярны или являются биссектрисами его углов.

еорема 7

 Задание • Докажите теоремы 6, 7.

Квадрат – это ромб с одним прямым углом или прямоугольник с конгруэнт-
ными смежными сторонами.

Рис. 9.1

b

a

B1

A1 A2

B2

B3
Bi

Bi+1

Bn-1
Bn

Ai+1
Ai An-1 An

C1
C2

Ci

Cn-1

A3

d

Если обозначим lCBLAC == , , то вышеуказанное равенство записы-

вается в виде 
l
L

L
lL =+ , то есть такое же равенство, как и в случае золотого

прямоугольника.

1.2. Золотое сечение

В живописи и архитектуре прямоугольник длины L и ширины l называется

золотым прямоугольником, если .
L

lL
l
L +=

Это равенство может быть записано и в виде: .1
l
L

L
l =+

Обозначив ,0, >= xx
l
L  получим: .

2
51

01

,0
1

1
2

+=⇔
⎩
⎨
⎧

=−−
>⇔+= x

xx

x

x
x

Это иррациональное число записывается в виде 
2

51+=ϕ  и называется золотым числом.

Итак, ...61803,1=ϕ
Говорят, что точка ][ABC ∈  делит отрезок AB

в „золотом“ отношении или золотом сечении,

если 
CB
AC

AC
AB =  (рис. 9.2).

A B
L l

C
Рис. 9.2

Пусть ABCD золотой прямоугольник и lLlABLAD >== ,,  (рис. 9.3).
Пусть AEFB квадрат со стороной ,lABAE ==  а M – середина отрез-

ка AE. Тогда из прямоугольного треугольника FEM получим:

.
2
5

4
2

2
22 ll

l
FEMEFM =+=+=Рис. 9.3

C

A

B F

D
EM
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Исходя из того, что 
2

51+=
AB
AD  и ,MDAMAD +=  получим:

.
2
5

2
5

2
1

2
1

2
512

2
51

MFlMD
l

MD
l

MD
l

AB
MDAM ==⇔+=+⇔+=

+
⇔+=+

Таким образом, золотой прямоугольник ABCD распадается на квадрат
AEFB и новый прямоугольник EFCD, который также является золотым
прямоугольником. Докажите!

Из рассуждений выше следует алгоритм построения золотого прямоуголь-
ника, используя данный квадрат AEFB: отмечаем через M середину стороны AE
и с помощью циркуля находим точку D пересечения луча [AE с окружностью
с центром M и радиусом MF. Имея три вершины, A, B и D, легко определяется
и четвертая вершина C золотого прямоугольника ABCD.

Равнобедренный треугольник с углами 36°, 72°, 72° называется золотым
треугольником, поскольку отношение боковой стороны к основанию является
золотым сечением (рис. 9.4).

Используя рисунок 9.4 и применяя теорему о подобии треугольников или
теорему о биссектрисе внутреннего угла треугольника, докажите сформули-
рованный выше вывод.

Заметив, что ADB∆  является равнобедренным, с углами 36°, 72°, 72°, и
используя полученный результат, можно доказать, что отношение диагонали
правильного пятиугольника к его стороне также составляет золотое сечение:

2
51+== ϕ

BA
AD  (рис. 9.5).

Определенное Евклидом более двух тысяч лет назад, золотое сечение проявля-
ется в самых разных ситуациях: в раковинах моллюсков, в расположении семян
подсолнуха, в формах галактик, в кристаллах некоторых веществ, в живописи, в
архитектуре, в музыке.

„Золотое сечение“ также можно найти в знаменитом творении Леонардо да Винчи
Джоконда (или Мона Лиза). Автор намеренно использовал „золотое сечение“, создав
одну из самых известных картин мира.

Золотое сечение было известно с древних времен египтянам и грекам, но открыто
оно было только в III веке нашей эры Евклидом.

Золотое сечение (иногда также называемое золотым отношением, золотой
пропорцией, золотым числом) (на латыни sectio aurea), обозначаемое греческой
буквой „ Φ ” (заглавная фи) или „ϕ ” (строчная фи), которое читается как „фи“,
является первым иррациональным числом, открытым и определенным в истории.
Оно примерно равно 1,618033.

Евклид определил „ Φ “ как простое деление отрезка на то, что он назвал „сред-
ним” и „крайним отношением”.

Золотое сечение/золотое число можно определить разными способами. Самое
значимое математическое понятие, связанное с золотым сечением, это последователь-
ность Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... Разделив любой член последовательности
(начиная с четвертого) на предыдущий член, получим приблизительно золотое число.
Последовательность Фибоначчи будет изучена в 11-м классе. Последовательность
Фибоначчи и золотое сечение находят применение в различных областях.

Леонардо да Винчи использовал золотое сечение (так называемую божественную
пропорцию) и в своем шедевре Тайная вечеря.

Золотое сечение может присутствовать и в музыке. Предполагается, что Бах и
Бетховен учитывали золотое сечение в своих произведениях.

C

A

B

D

a

l

36°

a

a
l – a

36°
36° 72°

Рис. 9.4

C

A B

D

E

Рис. 9.5

 Задание
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1.4. Вписанные и описанные четырехугольники

Трапеция – это четырехугольник, у которого две противолежащие стороны
параллельны, а две другие непараллельны. Параллельные стороны называются
основаниями трапеции, а две другие – боковыми сторонами.

Трапеция с конгруэнтными боковыми сторонами называется равнобочной (или
равнобокой, равнобедренной) трапецией.

Средней линией трапеции называется отрезок, который соединяет середины
боковых сторон. Средняя линия трапеции параллельна основаниям и ее длина
равна полусумме длин оснований трапеции.

Задание
с решением

Меньшее основание равнобокой трапеции конгруэнтно боковой стороне, а
диагональ трапеции перпендикулярна боковой стороне. Найдем величины
внутренних углов трапеции (рис. 9.6).

Решение:

Пусть ABCD – равнобокая трапеция, у которой ][][][ CDBCAB ≡≡  и
.CDAC ⊥  Поскольку ADBC ||  и АС – секущая, то .)(m)(m α=∠=∠ CADBCA

Так как ABC∆ – равнобедренный, ],[][ BCAB ≡  то .)(m α=∠BAC
В силу того, что углы при основании равнобокой трапеции равны, имеем:

.2)(m)(m α=∠=∠ BADCDA  Из прямоугольного треугольника ACD полу-
чаем: ⇔°= 903α .30°=α

Тогда: ,60302)(m)(m °=°⋅=∠=∠ BADCDA     .12090)(m)(m °=°+=∠=∠ αBCDABC

Ответ: 120°, 120°, 60°, 60°.

Напомним, что угол, вершина которого расположена на
окружности, а стороны пересекают окружность, называется
вписанным углом в окружность (рис. 9.7).

Величина угла, вписанного в окружность, равна половине
величины дуги, заключенной между ее сторонами:

)(m
2
1

)(m ACABC e=∠  (рис. 9.7).

еорема 9

Чтобы четырехугольник был описываемым, необходимо и
достаточно, чтобы угол, образованный диагональю и сто-
роной, был равен углу, образованному противоположной
стороной и второй диагональю (рис. 9.8 б)).

еорема 10

Чтобы четырехугольник был вписываемым, необходимо и
достаточно, чтобы внутренний угол был равен внешнему
углу при противоположной ему вершине (рис. 9.8 в)).

еорема 11

1.3. Трапеция

еорема 8
A

B

C

Рис. 9.7

A

B

D

C

Рис. 9.6

α

α2
α

α

• Четырехугольник называется вписанным в окружность, если
все его вершины расположены на окружности.
• Четырехугольник называется вписываемым, если около него
можно описать окружность.
• Четырехугольник называется описанным около окружности,
если все его стороны касаются окружности.
• Четырехугольник называется описываемым, если в него
можно вписать окружность.

пределения

Чтобы четырехугольник был вписываемым, необходимо и
достаточно, чтобы сумма величин противоположных углов
была равна 180° (рис. 9.8 a)).

A

B

C

D
O

в)

A

B C

D

O

б)

A

B

C

D

O

a)

Рис. 9.8
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еорема 12 Четырехугольник можно описать окружностью тогда
и только тогда, когда суммы длин его противополож-
ных сторон равны: BCADCDAB +=+  (рис. 9.9).

 Задание • Докажите теоремы 8–12.

Задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A
1. Длины диагоналей четырехугольника равны 16 см и 28 см. Найдите периметр четырехугольника, вершинами

которого являются середины сторон заданного четырехугольника.

2. Биссектриса угла C параллелограмма ABCD пересекает сторону AD в точке E. Найдите длину отрезка AE,
если 18=AB см и 30=AD см

3. Один из углов параллелограмма равен 50°. Найдите остальные углы параллелограмма.

4. Диагональ параллелограмма делит его острый угол на два угла: в 30° и 40°.
Найдите углы параллелограмма.

5. (  2018) На рисунке изображена равнобедренная трапеция ABCD, в которой
BC || AD, диагональ BD является биссектрисой угла ABC и .55)(m °=∠ABD

Впишите в рамку градусную величину угла BAD.

=∠ )(m BAD .

6. (  2017) На рисунке изображен параллелограмм ABCD,

в котором ,70)(m °=∠BAD  а AM, ),(BCM ∈  биссектриса

угла BAD. Впишите в рамку градусную величину угла BMA.

=∠ )(m BMA .

C

A

B

D
C

A

B

D

M

7. Пусть золотой прямоугольник ABCD разложен на квадрат

11 AABB  и новый золотой прямоугольник .11 CDBA

Разложите полученный золотой прямоугольник на квадрат

212 CBBA  и новый золотой прямоугольник .221 DBAA  Продолжите
этот процесс разложения каждого полученного нового золотого
прямоугольника на предыдущем этапе, насколько это возможно
(см. рисунок). Соедините точки A и ,1B  1B  и ,2B  2B  и 3B  и т. д.
дугами окружности ...,,,, 4332211 BBBBBBAB eeee  и получите
часть спирали, называемой логарифмической спиралью (см.
рисунок).

8. Нарисуйте часть логарифмической спи-
рали, начиная с золотого треугольника
ABC, который разложен на равнобед-
ренный треугольник ACD и новый золо-
той треугольник BCD. Продолжите
процесс разложения нового золотого
треугольника, полученного на преды-
дущем шаге, насколько это возможно
(см. рисунок).

C

A

B

1A

1B

D

2B

3B

4B

5B
2A

3A

5A
C

A

B

D

E

36°
36° 36°

36°

36°

A

B

D

Рис. 9.9

C

O
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9. Разность между величинами противолежащих углов равнобокой трапеции равна 30°. Найдите величины
углов трапеции.

10. (  2021) Диагонали ромба равны 12 см и 16 см. Найдите высоту ромба.

11. (  2011) Плитка для покрытия пола имеет форму ромба с тупым углом 150°
и высотой 24 см. Хватит ли 100 таких плиток для покрытия всего пола в поме-
щении, размеры которого 3 м × 4 м?

12.  Исследуйте!  a) Пупок делит высоту человеческого тела по принципу золотого сечения.

б) Если человек среднего роста стоит на ногах с поднятой рукой, то полученная высота делится его грудиной
по принципу золотого сечения.

13. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при основании конгруэнтна
основанию. Покажите, что этот треугольник является золотым треугольником.

14. Учитывая, что основание пирамиды Хеопса представляет собой квадрат со
стороной, равной приблизительно 230,35 м, а его высота равна
приблизительно 146,73 м, проверьте, находятся ли высота боковой грани и
сторона основания пирамиды в золотом отношении.

15. Точки M и N расположены в одной полуплоскости, ограниченной прямой d. Расстояние от точки M до
прямой d равно 12 см, а расстояние от точки N до прямой d равно28 см. Определите расстояние от середины
отрезка MN до прямой d.

B

C

16.  Работайте в парах!  В равнобокой трапеции основание высоты, проведенной из вершины тупого

угла, делит большее основание на отрезки длиной 8 см и 32 см. Найдите длины оснований трапеции.

17. Длины оснований трапеции относятся как 3:2, а длина ее средней линии равна 70 см. Найдите длины
оснований трапеции.

Реальный профиль

A1

1. Биссектриса угла A параллелограмма ABCD пересекает сторону BC в точке E. Докажите, что треугольник
ABE равнобедренный.

2. Докажите, что длина медианы, проведенной к гипотенузе прямоугольного треугольника, равна половине
длины гипотенузы.

3. (  2014) На рисунке изображен параллелограмм ABCD, в
котором [AC] – биссектриса угла BAD и 4=AB cm. Впишите в
рамку периметр параллелограмма ABCD.

=ABCDP  см.

4. (  2013) На рисунке изображен прямоугольник ABCD, .10)(m °=∠ABD  Используя данные

рисунка, впишите в рамку величину угла AOD в градусах.

=∠ )(m AOD .

5. Найдите диагональ и боковую сторону равнобедренной трапеции с основаниями 20 см и 12 см, если известно,
что центр окружности, описывающей трапецию, расположен на бóльшем основании.

6. Найдите радиус окружности описанной равнобедренной трапеции с основаниями 21 см и 9 см и высотой 8 см.

7. В равнобедренную трапецию, боковая сторона которой равна 17 см, вписана окружность диаметром 15 см.
Найдите основания трапеции.

C

A

B

D

C

A

B

D

10°

?

O
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C1
11. Сторона BC четырехугольника ABCD является диаметром описанной окружности этого четырехугольника.

Известно, что 8=BC см,  24=BD см и .1:2)(m:)(m =∠∠ ACBDCA  Найдите длину стороны AB.

12. Центр окружности, вписанной в прямоугольную трапецию, расположен на расстояниях 103  м и 109  м
от концов одной из боковых сторон. Найдите длины сторон трапеции.

13. Основания трапеции равны 6 см и 24 см. Найдите радиусы вписанной и описанной окружностей трапеции.

14.  Исследуйте!  Длины оснований равнобедренной трапеции равны a и b ).( ba >  Покажите, что основание
высоты трапеции, построенной из вершины тупого угла, делит большое основание на два отрезка с длинами

)(
2
1

ba +  и ).(
2
1

ba −

15. Длины диагоналей четырехугольника равны 
1d  и .2d  Найдите периметр четырехугольника, вершины

которого являются серединами сторон данного четырехугольника.

16. Основание высоты, проведенной из вершины тупого угла равнобедренной трапеции, делит основание
трапеции на два отрезка. Найдите отношение длин этих отрезков, если длины оснований равны 40 см и 56 см.

B1

8. Окружность радиусом 2 дм вписана в ромб с углом 60°. Найдите стороны ромба.

9.  Работайте в парах!  В окружность радиусом R вписан квадрат. Из одной вершины этого квадрата
проведены две хорды, стягивающие дуги величиной 120°. Найдите длину отрезка диагонали квадрата,
заключенного между этими хордами.

10. В параллелограмме биссектрисы всех внутренних углов пересекаются в четырех различных точках.
Докажите, что эти точки являются вершинами прямоугольника.

§2 Многоугольники. Правильные многоугольники

пределение Ломаной nAAAA ...321  называется объединение отрезков  ],[ 21AA  ],[ 32 AA  ],[..., 1 nn AA −

где точки ,iA 21, ++ ii AA  не являются коллинеарными для всех }2...,,3,2,1{ −∈ ni

(рис. 9.10).

2.1. Понятие многоугольника

замкнутой ломаной, и обозначается также через ....321 nAAAA
Например, на рисунке 9.11 изображена замкнутая ломаная

.... 7621 AAAA
Простая замкнутая ломаная разбивает множество точек плос-

кости на три непересекающиеся множества: ломаная, внутрен-
няя область ломаной и внешняя область ломаной.

Любой отрезок ]),([ 21EE  соединяющий точку, принадлежа-
щую внутренней области ломаной, с точкой, принадлежащей
внешней области этой ломаной, пересекает ломаную (рис. 9.11).

PPPPP Вспомним Точки nAAAA ...,,,, 321  называются вершинами ломаной, а
отрезки ],[ 21 AA  ][...,],[ 132 nn AAAA −  – звеньями ломаной. Звенья
ломаной называются смежными, если они имеют общую вер-
шину, и несмежными  – в противном случае.

Ломаная называется простой, если любые ее два несмежных
звена не пересекаются (рис. 9.10).

Рис. 9.10

1A

2A

3A

4A
5A

6A

1A

2A
3A

7A

5A

6A

4AВнутренняя
область

Внешняя область

Рис. 9.11

1E

2E

Если вершины 11, −nAA  и nA , а также вершины 21, AA  и nA  ломаной nAAAA ...321

неколлинеарны, то объединение этой ломаной с отрезком ][ 1 nAA  называется
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• Выпуклый многоугольник называется вписанным в окружность, если все его
вершины лежат на этой окружности.

• Многоугольник называется вписываемым, если около него можно описать
окружность.

• Выпуклый многоугольник называется описанным около окружности, если
все его стороны касаются этой окружности.

• Многоугольник называется описываемым, если в него можно вписать окружность.

пределения

Простая замкнутая ломаная называется многоугольником.
Вершины ломаной называются вершинами многоугольника, а ее
звенья – сторонами многоугольника.

Многоугольник называется выпуклым, если он лежит в одной
замкнутой полуплоскости, заданной несущей прямой, любой из
его сторон (рис. 9.12 a), б)). В противном случае многоугольник
называется невыпуклым (рис. 9.12 в), г)).

Рис. 9.12

Объединение многоугольника и его внутренней области называется плоским
многоугольником.

Внутренним углом выпуклого многоугольника при данной вершине называется
угол, образованный несущими полупрямыми его двух смежных сторон. Внешним
углом выпуклого многоугольника при данной вершине называется угол, смежный
внутреннему углу многоугольника при этой вершине. Отрезки, соединяющие не
соседние вершины многоугольника, называются диагоналями многоугольника.
Число сторон многоугольника равно числу углов, поэтому многоугольники назы-
вают по числу углов. Многоугольниками являются: треугольник, четырехугольник,
пятиугольник и др.

Выпуклый многоугольник называется правильным многоугольником, если у
него все стороны и все углы конгруэнтны.

пределение

2.2. Правильные многоугольники

PPPPP Вспомним

Простейшими правильными многоугольниками являются
равносторонний треугольник и квадрат.

Из каждой вершины выпуклого n-угольника можно про-
вести 3−n  диагонали, которые разбивают п-угольник на

2−n  треугольников (рис. 9.13). Так как сумма величин внут-
ренних углов каждого треугольника равна 180°, то сумма

nS  величин внутренних углов выпуклого п-угольника равна
),2(180 −° n  то есть ).2(180 −°= nSn

Следовательно, величина nβ  внутреннего угла правильного п-угольника вычис-
ляется по формуле:

n

n
n

)2(180 −°=β   .

Рис. 9.13
1A 2A

3A
nA

1−nA

a)                          б)                             в)                                г)
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Если nAAAA ...321  – правильный п-угольник, то он одновременно является:
1) вписанным в окружность (рис. 9.14 a)),
2) описанным около окружности (рис. 9.14 б)).

Доказательство:

1) Пусть О – центр окружности, описанной около треугольника .321 AAA  Докажем,
что вершина 

4A  лежит на этой окружности. В самом деле, из конгруэнтности
равнобедренных треугольников 21 AOA  и 32 AOA  (признак ССС) следует, что

.
2

)5(m)4(m)3(m)2(m)1(m nβ=∠=∠=∠=∠=∠

Следовательно, 3243 AOAAOA ∆≡∆  (признак СУС), то есть  .1234 OAOAOAOA ===
Это означает, что вершина 4A  лежит на той же окружности, что и точки .,, 321 AAA
Аналогично можно доказать, что окружность ),( 1OAOC  проходит через остальные
вершины п-угольника nAAAA ...321 .

2) В пункте 1) мы доказали, что стороны правильного п-угольника nAAAA ...321

являются конгруэнтными хордами окружности ).,( 1OAOC  Значит, они равно-
удалены от центра окружности, то есть стороны п-угольника касаются окружности
с центром O и радиусом OB, где 21 AAOB⊥  (рис. 9.14 б)).

Это означает, что п-угольник nAAAA ...321  описан около окружности ).,( OBOC    

еорема 13

Рис. 9.14

1A

nA

1

2A 3A

4A

B

O

2 3 4 5

a)

1A

nA

2A
3A

4A

B

O

б)

Следствие. Центр окружности, вписанной в правильный п-угольник, сов-
падает с центром окружности, описанной около этого п-угольника (рис. 9.15).

Общий центр этих окружностей называется центром (центром враще-
ния, центром симметрии) правильного многоугольника.

Радиус окружности, описанной около правильного многоугольника,
называется радиусом правильного многоугольника, а радиус окружности, впи-
санной в правильный многоугольник, называется апофемой правильного
многоугольника. Угол AOB, вершина которого лежит в центре правильного
п-угольника, где  A и B – соседние вершины п-угольника, называетсяРис. 9.15

A

B

DE

O

C
F

nα

центральным углом правильного п-угольника (рис. 9.15). Величину этого угла

находят по формуле ,
360

nn

°=α  где n – число сторон правильного п-угольника.

Задание
с решением

1. Выразим длину na  стороны правильного п-угольника
через радиус R окружности, описанной около него.

Решение:

В AOB∆  имеем: 
n

AOD n °==∠ 180
2

)(m
α

 (рис. 9.16).

.
180

sin22
n

RADABan

°===  В частности,

,360sin23 RRa =°=   ,245sin24 RRa =°=   .30sin26 RRa =°=

Ответ: .
180

sin2
n

Ran

°= Рис. 9.16

A B
D

O

R R
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2. Выразим длину na  стороны правильного п-угольника через радиус r окруж-
ности, вписанной в этот многоугольник.
Решение:

В OCE∆  имеем: 
n

EOC n °==∠ 180
2

)(m
α

 (рис. 9.17).

.
180

tg22
n

rCECFan

°===  В частности,

,32tg6023 rra =°=   ,2tg4524 rra =°=  .
3

32

3

2
tg3026

rr
ra ==°=

Ответ: .
180

tg2
n

ran

°=Рис. 9.17

C FE

O

r

Правильные многоугольники (и не только) используются при
изготовлении элементов мощения.

В повседневной жизни мощение – это процесс покрытия плиткой
улицы, тротуара, двора и т. п. Другими словами, некая территория
покрывается сравнительно мелкими элементами, форма которых
более или менее правильная. Эти элементы называют плитками.
Тротуарная плитка – это результат мощения.

В математике мощение представляет собой покрытие плоской
поверхности с использованием одной или нескольких плоских
геометрических фигур, называемых плитками, без перекрытий и
без зазоров.

Покрытия могут быть периодическими и непериодическими,
регулярными или полурегулярными.

Периодические покрытия имеют повторяющийся рисунок,
непериодические – нет.

Регулярные покрытия состоят из правильных многоугольных
плиток одинаковой формы, в то время, как полурегулярные

покрытия состоят из правильных плиток разных форм.
На рисунке представлены регулярные покрытия: а) квадраты; б) равносторонние

треугольники; в) правильные шестиугольники; а также полурегулярное покрытие
г) с правильными шестиугольниками, квадратами и равносторонними треуголь-
никами.

a) б)

в) г)
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Задачи  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

B

C

1. Сколько сторон имеет правильный многоугольник, каждый из внутренних углов которого равен:
a) 150°;    б) 160°?

2. Сколько сторон имеет правильный многоугольник, каждый из внешних углов которого равен:
a) 36°;    б) 24°?

5. Приведите примеры (используя интернет) дорожных покрытий в разных странах. Определите, какие виды
геометрических фигур были использованы.

6.  Работайте в парах!  Сторона равностороннего треугольника, вписанного в окружность, равна а.

Найдите сторону квадрата, вписанного в эту окружность.

A1

Реальный профиль

1. Сторона правильного п-угольника равна .na  Выра-
зите радиус R и апофему r этого многоугольника
через 

na  и n.

2. В окружности радиуса 1 м вписан правильный
п-угольник. Найдите периметр nP  этого много-
угольника при }.12,8,6,4,3{∈n

B1

3. Квадрат и равносторонний треугольник вписаны в окружность радиуса 1 м так, что одна сторона тре-
угольника параллельна стороне квадрата. Вычислите площадь общей части квадрата и треугольника.

C1

4.  Работайте в парах!  В окружность, радиус которой равен 4 м, вписан равносторонний треугольник, а

на его стороне построен квадрат. Найдите радиус окружности, описанной около квадрата.

5. Опишите около окружности равносторонний треугольник, квадрат, правильный восьмиугольник.

a) б) в) г)

д) е) ж)

3. Выразите радиус окружности, вписанной в равносторонний треугольник, через радиус описанной около
него окружности.

4. Изобразите на бумаге эскиз дорожного покрытия для каждой из указанных плиток.
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§3 Площади плоских фигур
пределение Каждой плоской фигуре ставится в соответствие действительное неотрица-

тельное число, которое называется площадью данной фигуры.
Площадь удовлетворяет следующим условиям:
1° конгруэнтные фигуры имеют равные площади;
2° если фигура является объединением двух непересекающихся фигур, то ее

площадь равна сумме площадей этих двух фигур;
3° квадрат, длина стороны которого равна единице, имеет площадь, равную

единице.

Следуя этому определению, можно доказать, что площадь прямоугольника
(рис. 9.18) равна произведению длин двух смежных сторон: ba ⋅=A .

Формулы вычисления площадей некоторых плоских фигур приведены в таблице 1.

a

b
Рис. 9.18

Таблица 1

№ Фигура Геометрическое изображение Формула

1 Квадрат 22

2
1

da ==A

2
Паралле-
лограмм ϕα sin

2
1

sin 21ddabbh ===A

3
Треуголь-
ник

,))()((

4
sin

2
1

2
1

cpbpapp

R
abc

prbcbh

−−−=

===== αA
 r – raza cercului

\nscris \n ABC,  R – raza cercului circumscris

4 Трапеция h
ba

2
+=A

5

Выпук-
лый
четырех-
угольник

ϕsin
2
1

21dd=A

6

Правиль-
ные мно-
гоуголь-
ники

,
2

prn
ar ==A  где ,

2
an

p =  p – полупериметр, n – число

сторон правильного n-угольника, r – радиус окружности,
вписанной в правильный n-угольник.

7 Круг 2Rπ=A

8
Сектор
круга

α2

2
1

R=A  (α в радианах)

°=
360

2 απRA  (α в градусах)

a d

a
d
1

d 2

h
α ϕ

b

C

ac

bA

B

α
h

a

h

b

d
1

d 2 ϕ

a

r

O R

R
α

где ,
2

cba
p

++=  r – радиус окружности, вписанной

в ,ABC∆  R – радиус окружности, описанной около ABC.
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Задания
с решением

1. Точка касания окружности, вписанной в прямоуголь-
ный треугольник, делит гипотенузу на отрезки длиной
m и n. Найдем площадь треугольника (рис. 9.19).

Решение:
По теореме Пифагора ,

⇒+=+++ 222 )()()( nmnrmr

⇒++=++++⇒ mnnmnmnmrr 2)(22 22222

.)(2 mnnmrr =++⇒
Тогда, =++=⋅= ))((

2
1

2
1

nrmrBCACABCA

mnmnmnmnnmrr =+=+++= )(
2
1

))((
2
1 2  (u.p.).

2. Трапеция ABCD )||( BCAD  разбита диагоналями на четыре
треугольника с общей вершиной О. Найдем площадь трапеции,
если известно, что площади треугольников AOD и BOC равны

1A  и 2A  соответственно (рис. 9.20).

Решение:

Так как ,~ COBAOD ∆∆  то

1

2

A
A===

OD
OB

AO
CO

AD
BC   (подобие с коэффициентом ).

1

2

A
A

Пусть .)(m ϕ=∠AOB

Тогда: OBAOODCO ⋅=⋅  .sin
2
1

sin
2
1

CODAOB ODCOOBAO AA =⋅=⋅=⇒ ϕϕ

Из ODOB ⋅=
1

2

A
A

 получаем: =⋅⋅=⋅= ϕϕ sin
2
1

sin
2
1

1

2 ODAOOBAOAOB A
AA

.)180sin(
2
1

211
1

2

1

2 AAAA
A

A
A =⋅=−°⋅⋅⋅= ϕODAO

Следовательно, .)(2 2

212121 AAAAAAA +=++=ABCD

A

B

m

n

r

C

rr

r m

n

Рис. 9.19

A

B

ϕ

D

O

C

1A

2A

Рис. 9.20

Задачи  

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

B

1. Длины катетов прямоугольного треугольника относятся как 3 :4, а длина гипотенузы равна 50 см. Найдите
площадь треугольника.

2. Точка касания окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, делит гипотенузу на отрезки длиной
5 см и 12 см. Найдите площадь треугольника.

3. Найдите площадь равностороннего треугольника
со стороной 34  cm.

4. Диагонали ромба равны 8 см и 15 см. Найдите его
площадь.

5. Периметр параллелограмма равен 72 см. Длины его
сторон относятся как 5:7, а величина острого угла
равна 30°. Найдите площадь параллелограмма.

6. (  2019) В равнобедрен-
ной трапеции ABCD осно-
вания AD и BC равны 16 см
и 8 см соответственно, а диа-
гональ равна 15 см.
Найдите площадь
трапеции.

C

A

B

D
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7. (  2015) Сторона ромба равна 20 см, а длины его диагоналей относятся как 3:4.
Найдите площадь ромба.

C

9.  Работайте в парах!  Диагонали равнобедренной трапеции перпендикулярны, а длина средней линии

равна 12 см. Найдите площадь трапеции.

10. Из точки А окружности проведены хорды AB и AC так, что см32== ACAB  и  .60)(m °=∠BAC  Найдите
площадь круга, ограниченного этой окружностью.

11. Вычислите площадь каждой из плиток из задачи B 4, с. 205, где площадь одной клеточки равна 1 кв.ед.

 Работайте в группах!

12.  Практическая работа. Измерение периметров и площадей фигур во дворе школы

13.  Проект STEAM.  Модели мощения

8. (  2022) Пусть ABC – прямоугольный треугольник, в котором
.15,9,90)(m смсм ==°=∠ ACABABC  На сторонах AC и BC рассмотрим

точки M и N соответственно, такие, что MN || AB и BN : NC = 1 : 2.
Найдите площадь трапеции ABNM.

A1

1. Найдите площадь ромба, если длина его стороны равна a, а сумма длин диагоналей равна d.

2. Диагональ равнобедренной трапеции является биссектрисой тупого угла. Найдите площадь трапеции, если
его периметр равен 22 см, а длина большего основания равна 6 см.

3. Дан прямоугольный треугольник ABC, у которого ,5 м=AB  ,3 м=AC  м4=BC  и [AD] – биссектриса.
Найдите площади треугольников ACD и ADB.

B1

Реальный профиль

8. Основание высоты параллелограмма ABCD, проведенной из вершины B, делит сторону AD пополам.
Периметр параллелограмма равен 24 см, а периметр треугольника ABD равен 18 см. Найдите площадь
параллелограмма.

9. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD перпендикулярны и равны a и b. Найдите площадь четырех-
угольника EFGH, где E, F, G и H – середины сторон AB, BC, CD и DA соответственно.

6. (  2022) Дан прямоугольный треугольник ABC, в котором
,90)(m °=∠ABC  а 36=BC см. На сторонах AB, AC и BC находятся

точки P, Q и R соответственно, так, что PQCR является ромбом со
стороной 20 см. Найдите площадь треугольника APQ.

5. (  2011) Клумба имеет форму равнобедренной трапеции, в которой цветы
посажены только на круге, вписанным в эту трапецию (см. рисунок). Меньшее
основание трапеции равно 1 м. Вычислите площадь круга, если известно, что
длина малого основания трапеции равна радиусу круга.

7. (  2021) Дан параллелограмм ABCD, в котором
.72,4,60)(m смсм ==°=∠ BDABA

Найдите площадь параллелограмма ABCD.

C

A

B

M

N

C

A

B

D

O

C

A

B R

QP

C

A

B

D

4.  Работайте в парах!  Средняя линия равнобедренной трапеции длиной 10 м делит трапецию на две
фигуры, площади которых относятся как 2 : 3. Найдите площадь трапеции, если в нее можно вписать
окружность.
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C1

11. Точка М является серединой стороны BC параллелограмма ABCD. Прямая AM пересекает диагональ BD
в точке E. Найдите площади треугольников ABE и AED, если площадь треугольника BEM равна 1.

12. Одна из диагоналей прямоугольной трапеции равна d и делит трапецию на два равнобедренных прямо-
угольных треугольника. Найдите площадь трапеции.

13. Центр круга, вписанного в прямоугольную трапецию, отстоит от концов боковой стороны на 1 дм и 2 дм.
Найдите площадь трапеции.

 Работайте в группах!

14.  Практическая работа. Измерение периметров и площадей фигур во дворе школы

15.  Проект STEAM.  Модели мощения

Задачи на повторение  
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

A

1. Найдите отношение между длиной радиуса вписанной в прямоугольный равнобедренный треугольник
окружности и высотой, опущенной на гипотенузу.

2.  Работайте в парах!  Две вершины квадрата лежат на окружности радиуса 17 см, а остальные две

расположены на касательной к этой окружности. Найдите длину диагонали квадрата.

3. Высота, опущенная из вершины тупого угла ромба, делит его сторону пополам. Найдите величины углов
ромба.

B

4. Общая хорда двух окружностей с конгруэнтными радиусами равна 12 см и является диагональю вписанного
ромба в пересечении этих окружностей. Длина второй диагонали ромба равна 6 см. Найдите длины радиусов
окружностей.

5. В ромб, один из углов которого равен 30°, вписана окружность, а в нее вписан квадрат. Найдите отношение
между площадью ромба и площадью квадрата.

6. Соответствующие стороны параллелограмма и прямоугольника конгруэнтны. Площадь параллелограмма
в два раза меньше площади прямоугольника. Найдите величину тупого угла параллелограмма.

7. Длины оснований равнобокой трапеции равны 5 см и 12 см, а длина боковой стороны – 12,5 см. Найдите
высоту трапеции.

8. Продолжения боковых сторон AB и CD трапеции ABCD пересекаются в точке E. Известно, что AB = 2 см,
BE = 4 см, EC = 6 см. Найдите CD.

9. Сумма величин углов при большем основании трапеции равна 90°. Длина большего основания равна 20 см,
а меньшего – 4 см. Найдите расстояние между серединами оснований.

10. (  2017) В равнобедренной трапеции длина большего основания равна 22 см, а меньшее основание
конгруэнтно боковой стороне и имеет длину 10 см. Найдите длину диагонали трапеции.

11. (  2016) В прямоугольном треугольнике ABC длины катетов AB и AC равны 3 см и 6 см соответственно.
На сторонах AB, BC и AC взяты точки M, N и P соответственно так, что AMNP является квадратом.
Найдите длину диагонали квадрата AMNP.

C

A

B

D

O10. (  2024, предтестирование) В равнобедренную трапецию ABCD с основаниями
BC = 6 см и AD =10 см. Найдите длину стороны AB.
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C

14. Проекция диагонали равнобокой трапеции на большее основание равна 7 см, а ее высота – 4 см. Найдите
площадь трапеции.

15. Расстояние от центра окружности радиусом 13 см до одной хорды равно 5 см. Найдите длину хорды.

16.  Работайте в группах!   Проект STREAM.  Молдавский ковер

Реальный профиль

A1

1. Длина радиуса вписанной в прямоугольный треугольник окружности равна r, а длина радиуса окружности,
описанной около этого треугольника, равна R. Найдите площадь треугольника.

2. Прямоугольный треугольник ABC разделен высотой CD, проведенной из вершины прямого угла на два
треугольника: BCD и ACD. Радиусы вписанных окружностей в эти треугольники равны 4 см и 3 см соот-
ветственно. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник ABC.

3. Треугольник ABC прямоугольный. Окружность, центр которой лежит на катете АС, касается гипотенузы AB
и пересекает катет BC в точке D так, что BD : DC =  2 : 3. Известно, что AC : BC = 12 : 5. Найдите отношение
между длиной радиуса окружности и длиной катета BC.

B1

4. Медианы АА
1
 и BB

1
 равнобедренного треугольника ABC (CA = CB) пересекаются в точке М. Отношение

между радиусом окружности, вписанной в треугольник АМB, и радиусом окружности, вписанной в четырех-

угольник МB
1
СА

1
, равно .

4

3
 Найдите отношение CB : AB. 

5. (  2016) Дана равнобедренная трапеция ABCD, в которой AD || BC, AD = 6 см, CD = 2 см и BC = 5 см.
Несущие прямые сторон AB и CD пересекаются в точке M. Найдите длину высоты треугольника AMD,
проведенной к стороне AD.

6. (  2015) Длина стороны ромба равна 10 см, а его высота равна 8 см. Найдите длину меньшей диагонали
ромба.

7. (  2014) Величина острого угла прямоугольного треугольника равна 30°, а длина наибольшего катета

равна 35  см. Найдите площадь круга, ограниченного окружностью, описанной около данного треугольника.

8. (  2018) В остроугольном равнобедренном треугольникеABC, где AB = BC и длина высоты AK равна
6 см. Найдите периметр треугольника ABC, если его площадь составляет 30 см2.

9. (  2017) Дан прямоугольный треугольник ABC, в котором °=∠ 90)(m B  и AB = 6 см. Длина медианы BM
равна 5 см. Найдите площадь треугольника ABC.

10. Основания трапеции равны a и b ).( ba >  Найдите длину отрезка, соединяющего середины диагоналей.

11. Основания трапеции равны a и b. Прямая, параллельная основаниям, делит трапецию на две трапеции с
равными площадями. Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного между боковыми сторонами.

12. Определите величины острых углов прямоугольного треугольника, если отношение радиусов вписанной и

описанной окружностей равно .
2

13 −

12. (  2023) Тупой угол ромба равен 120°. Найдите длину большей диагонали ромба, если периметр ромба
равен 40 см.

13. (  2024) Площадь равнобедренного треугольника ABC с основанием AC равна 60 см2. Точки M и N
являются серединами сторон AB и BC соответственно. Найдите периметр треугольника ABC, если MN = 5 см.
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C1

15*. Рассматривается множество прямоугольных треугольников одинаковой площади
A. Найдите из этого множества те треугольники, у которых описанные окружности
имеют минимальные площади.

16*. Из множества всех треугольников, у которых одна сторона общая и противоле-
жащие этой стороне углы равны ,α  найдите треугольник наибольшего периметра.

17.  Работайте в группах!   P Проект STREAM.  Молдавский ковер

Итоговый тест
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт

1. Два круга одинакового радиуса 5 см пересекаются. Площадь объединения этих кругов равна .44 2смπ
a) Найдите истинностное значение высказывания:
„Площадь круга вычисляется по формуле ,2 Rπ=A  где R – радиус круга”.

б) Найдите площадь пересечения этих кругов.

2. Длины сторон прямоугольника относятся как 3:2, а его площадь равна 96 см2. Найдите длину большей
стороны прямоугольника.

3. Найдите длины боковых сторон и диагоналей трапеции, вписанной в окружность радиуса 37,5 см, если
длина меньшего основания трапеции равна 51 см, а большее основание является диаметром окружности.

4. В ромб с острым углом в 30° вписана окружность радиуса 6 см. Найдите площадь ромба.

Реальный профиль

1. Дан параллелограмм ABCD, у которого ,3 см=AD  ,4 см=AB  .60)(m °=∠DAB  На сторонах AB и CB вне
параллелограмма построены равносторонние треугольники ABE и CBF.
a) Найдите истинностное значение высказывания:

„Формула αsin
2
1

ab=A  является одной из формул, по которой

вычисляется площадь параллелограмма”.

б) Найдите площадь треугольника DEF.

2. Докажите, что сумма расстояний от любой точки, взятой на стороне равностроннего треугольника, до двух
других сторон – постоянная величина.

3. Основания трапеции равны 4 см и 16 см. Найдите радиусы окружностей, вписанной в трапецию и описанной
около нее.

4. В круге радиусом R построены две параллельные хорды так, что центр лежит между этими хордами. Одна
из хорд стягивает дугу величиной 90°, а другая – дугу величиной 60°. Найдите площадь части круга,
заключенной между хордами.

A B

F

D

E

1 м

3 м

10
 м C

13. У квадратного листа со стороной a вырезаются углы так, чтобы получилась
правильная восьмиугольная деталь. Найдите длину стороны восьмиугольника.

14. Металлический столб имеет форму и размеры, как показано на рисунке.
Найдите длины горизонтальных балок AB, CD, EF.

È Ë

È Ë

   Время  выполнения работы:45 минут
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Ответы и указанияÎòâåòû è óêàçàíèÿ
Модуль 1. Действительные числа. Повторение и дополнения
Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт.  A.  1. a) 0,75; б) 0,2(6); в) 0,6; г) 0,125; д) 0,08; е) 0,008;

ж) 0,1(6); з) 0,(1).  2. a) ;
99
13

 б) ;
9
23

 в) ;
9

11
 г) ;

99
23

 д) ;
18
23  е) .

990
271

  3. a) Иррациональное; б), в), г) рациональное.

4. 4.  5. >.  6. a) Л; б), в) И.  7. 49.  8. Да.  9. 108.  10. 625 кг.   B.  11. a) );,6( ∞+−  б) ).
9
5

,(−∞   12. a) 8°C;

б) °≈1011
109

C.  13. a) ;7566411 +>+  б) .56143819 +>+   14. .34   15. a) Да; б) возможно; в) нет.

16. 55,14,2 ≈ (И).  17. .
25
21

  18. 16.  19. a) 480 леев; б) 320 леев.  20. 5 618 д. ед.  21. .108,19 −   23. б) 74 д. ед.

24. 40 мест.  25. 12.  26. 288 леев.   C.  27*. 0,6271105.  28. .27,33,15 === cba

Итоговый тест. Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт.  1. C.  2. C.  3. .5435 <   4. Л.  6. 18 м.

Модуль 2. Элементы математической логики и теории множеств

§ 1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) };120,|4{ ≤≤∈= tttA N  б) .13card =A

2. a) };,,,,,,{ trnmieaX =  в) .7card =X   3. Например, }.5,4,3,2,0{=A  Существует 6 таких множеств.

4. a) };3{],1,(, −=−∞=≠ BABABA IU  б) ,≠ BA  .),,1( ∅=∞= BABA IU   5. б) };3,2,1{  г) }.5,4{   6. Существует

15 подмножеств.  7. a) Да; б) нет.  8. a) ;N  б) A; в) ;∅  г) ...}.,8,7,6{   9. Например, ;}4,3,2,1{ A⊆  .32)(card =AB
B.  10. a) Например, –3, –2, –1; б) например, 0, .1±   11. a) ;,,, RQZN  б) ;\, QRR  в) .,,, RQZN
C.  12. a) )}.3,6(),1,6(),3,4(),1,4(),3,2(),1,2{(=× BA  Да. б) )}.,(...,),,(),,{( zcyaxa   13. }.13,11,3{,4 === BAx

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. Да.  2. a) );3,1(−  б) );,6[]6,( ∞+−−∞ U  в) ;R  г) ).6,3[]1,6( U−−   3. ,4card =A

.16)(card =AB    B1.  4. a) Множество иррациональных чисел; б) }.9,8,7,6,5,4,3{   5. a) ;\, QRR  б) ;\, QRR
в) .\,,, NZRQZ    C1.  7*. a) };2{\R  б) .−R   8*. a) Л; б) Л.

§ 2.  Реальный профиль. A1.  1. a) Л; б) не является высказыванием; в) И.  2. г) Л.  3. a) ,1020M  значит .520M

4. a) „ABC – треугольник“ – разъяснительная часть, „ABC – прямоугольный треугольник“ – условие, „квадрат

длины гипотенузы прямоугольного треугольника равен сумме квадратов длин его катетов“ – заключение;

б) „угол α  – внутренний угол треугольника ABC“ – разъяснительная часть, „треугольник ABC – равно-

сторонний“ – условие, „величина угла α  равна 60°“ – заключение.   B1.  5. a) И; б) Л.  7. „Если диагонали

четырехугольника ABCD взаимно перпендикулярны, то четырехугольник является ромбом“ – Л.  9. „Если

сумма ba +  – рациональное число, то числа a, b – рациональные“ – Л.   C1.  11*. a), б) Л.

Упражнения и задачи на повторение

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. },4,2{\},3,1{},9,5,4,3,2,1{ === BABABA IU

)}.9,4(),5,4(...,),3,2(),1,2(),9,1(),5,1(),3,1(),1,1{(},9,5{\ =×= BAAB    2. a), б), в), ж) И; г), д), е), з) Л.

B.  3. }.5,1{);,3( −=∞+−= BABA IU   4. a) };6,1{21 ±=SS U  б) };6,1{21 −=SS I  в) ;\ 21 ∅=SS  г) }.1{\ 12 =SS

C.  5. 32 подмножества: },2{},1{},0{},1{},2{, −−∅  }.2,1,0,1,2{,...},1,2{ −−−−
Реальный профиль. A1.  1. 4 учащихся.  3. a) „число a делится на 14“ – достаточное условие, „число a делится

на 7“ – необходимое условие; „Если целое число a делится на 7, то оно также делится на 14“ – Л; б) „исследуемый

треугольник является прямоугольным“ – достаточное условие, „исследуемый треугольник имеет два острых

угла“ – необходимое условие; „Если у треугольника два угла острые, то он является прямоугольным“ – Л.

B1.  4. a) ];6;7(−  б) );1;6[−  в) );6;7( −−  г) ].6,1[   5. a) И; б) Л.  6. И.   C1.  7. a), б) И.

Итоговый тест.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт.  1. Л.  2. a) ;3M  б) ;1M  в) .5M

3. a) };3,1{21 ±=SS U  б) };1{21 =SS I  в) };3{\ 12 =SS  г) }.3{\ 21 −=SS   4. .216

Реальный профиль. A1.  1. a) ;2)(card 3=AB  ;2)(card 2=BB  б) .6card =C   2. F.  4. a) „Четырехугольник является

ромбом“ – достаточное условие, „В ромб можно вписать окружность“ – необходимое условие; б) „Если в

четырехугольник можно вписать окружность, то он является ромбом” – Л.

Модуль 3. Корни. Степени. Логарифмы
§ 1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 0,05; б) 288; в) ;

161
90

 г) ;32 −  д) ;23 −

е) .33−    B.  2. a) ;223  б) ;253  в) ;24 2 bba  г) ;bab5−  д) |;3| +x  е) ;2xy  ж) ;13 xyx−  з) .22 32 aba−   3. a) ;12

б) ;27−  в) ;23b  г) ;x2−−  д) ;0,7;0,7 еслиесли 22 >−≤ caccac  е) ;3 32 yx  ж) ;2 3a  з) ;23a  и) ,3 2y



214

Ответы и указания

если ,0>y  и ,3 2y−  если ;0<y  к) ;2x  л) ;3 42 yx  м) .3x−−  4. a) 34; б) ;38  в) ;
5
2

 г) );549(8 +  е) .13 −

C.  5. a) ;
13

752 +
 б) ;

3
41025 333 ++

 в) ;1813 −−  г) ).1472234(
4
1 −−+−   6. a) ;3553 33 <  б) .2443 33 <

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. 2.  2. 1; 2.  3. a) ;43 −  б) ;
12
13  в) –1.   B1.  4. 5.  5. a) 3; б) 5.  7. 5 граней.   C1.  8. a) 7.

§ 2.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) ;
3
7

 б) ;
3

105

 в) ;
2

125
 г) 0; д) ;

2
5

4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
 е) 9.    2. 2a.

3. –4.   B.  4. a) ;
1

33 ba +
 б) ;

2

2

x

x +
 в) ;24

1

−a  г) .
ab
ab
−
+

  5. a) Меньше 1; б), в) больше 1.  6. 12%.   C.  7. 
216

1020

кубиков.  8. 7
2

15 см.

§ 2.  Реальный профиль. A1.  1. a) 5; б) ;
2
3

 в) 7 200; г) .5
4
1 15⋅   2. .1+n   3. 2.  4. 0.   B1.  5. a) ;

3
2

ba
b
+  б) ;

1

x
 в) ;

3

yx

yx

−
+

г) –1; д) ;7 5−  е) .53 3303⋅   6. a), б) Больше 1; в), г), д) меньше 1.

C1.  8. .+R   9. ,
23

3

−m

m
 если 

⎩
⎨
⎧
≠
>

;2
1
3m

m
 ),42( 332 ++− mm  если .0,1 ≠≤ mm

§ 3.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 9; б) 2; в) 1; г) 2; д) 144; е) 0.   2. –2.  3. 15.

4. 2.   B.  5. .
2
1   6. 16.  8. 2.  9. .3 aba +    C.  10. .5log3log1 22 <<

§ 3.  Реальный профиль. A1.  1. „=“.  2. „<“.  3. „<“.  4. a) |;|log2 a  б) |;|log ba4  в) ;log ba  г) 3; д) ,log ba23−  если

;0log3 ≥− ba  –3, если ;0log3 <− ba  е) .|1| +a    B1.  5. .54
1

=x   6. 8.  7. 1.  8. a) );( ba −−13  б) .
)58(

1
ba

ab
−
+

 Указание.

Разложите числа на простые множители.   C1.  11. 0.

Упражнения и задачи на повторение

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 4; б) 2; в) 1,5; г) 7200; д) –1.  2. a) И; б), в), г) – Л.

3. a) –2; б) .24
5

  4. 5.    B.  5. a) ;2x−  б) 1.  6. a) ;2724 3>  б) .
5
1

)5(
10

16

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<   7. a) ;36 −  б) );25159(2
1 333 +−

c*) ).105221(6
1 +++−     C.  8. 2 м.

Реальный профиль. A1.  1. <.  2. >.   B1.  4. a) Л; б) И. 5. a) ;4
7

 б) 6; в) ;3 ba +  г) .)2(log 23
6 −a   6. a), д) Первое

меньше; б), г) первое больше; в) =.   C1.  7. .∗−∈Ra   8. a) ;
)1(3

a

a−
 б) ).1(3 ba −−   9. .3=n

Итоговый тест.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт.  1. B.  2. .3773 <   3. a) Л; б) И.

4. ).57(27 −   5. B.

Реальный профиль. 1. A.  2. .)2()4( 4
1

33
1

3 >   3. ).( 4
1

4
1

yx +−   4. B.  5.  .10 1−−   6. .1,
2

51
\ 2* ++

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +∈ + aaa R

Модуль 4. Геометрические фигуры на плоскости. Треугольники. Окружность.
Повторение и дополнения

§ 1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  4. a), б), в) И; г) Л.

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. a) 1)⇒ 2) (Л), 1)⇒ 3) (И), 1)⇒ 4) (И); б) 2)⇒ 1) (Л), 3)⇒ 1) (И), 4)⇒ 1) (Л).

B1.  2. a) ;,},{ PPbaPaAba === UII  б) P, }.{A
§ 2.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 40 см.  2. 12 см.  3. 50° или 130°.  B.  4. 18 см.

5. 50.  6. 7.  7. 65.  8. 130°.  9. 40°.  C.  10. 16 см.

§ 2.  Реальный профиль. A1.  1. Указание. Середина гипотенузы – центр окружности, описывающей треугольник.

2. Указание. Рассмотрим два подобных равнобедренных треугольника с вершинами в центрах окружностей.

3. Указание. ADEBCA ∠≡∠ .  4. 60°.  5. 60°.   B1.  6. Указание. ).(m)(m)(m BCABDACBD ∠−∠−=∠ π  Углы BDА

и BCA вписаны в окружность и стягивают ее дуги, не зависящие от прямой CD.  7. Указание. Пусть T точка

касания. Тогда, TCCC 11 =  и ,11 TBBB =  откуда 1111111111111 ABBBCCACABTBTCACABBCAC =+++=+++=++
.2ABABAC =+=   8. Указание. Общая касательная в точке A проходит через середину отрезка BC.  9. Указание.

Покажите, что ),(m)(m 2CAAABC ∠=∠  где 2A  – точка, противоположная точке A.  10. Указание. .22 CDCBCACE =⋅=
C1.  11. a) Указание. );(m)(m 11 BABBAA ∠=∠  б) Указание. Из a) следует, что ).(m)(m 11 CBACBA ∠=∠  CBA∠  конгру-
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энтен углу, образованного прямой AC и касательной к окружности в вершине C. Значит, касательная параллель-

на прямой .11BA   Тогда,  .11BAOC ⊥    12. .2 rR ⋅   13. Указание. Постройте прямую CB такую, что ,)(m ϕ=∠ABC

затем прямую .CBBD ⊥  Пересечение серединного перпендикуляра отрезка AB с BD есть точка O. Искомое

множество – одна из дуг окружности C(O, OB), а также дуга, симметричная ей.  14. 6 см и 12 см.  15. 13 см.

§ 3.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 12 см.  2. 8 см.  3. 30 см.  4. 100 см.   B.  5. 16 см,

16 см, 12 см.  6. 18 см, 18 см, 20 см.  7. 3 см.   C.  9. EF = FD = 3 см.

§ 3.  Реальный профиль. A1.  1. a) Указание.  Примените признак ГУ. б) Указание. Примените признак УСУ.

в) Указание. Примените признак СУС.  2. 8 см.  3. Указание. Примените признак ГК.  4. 6 см.  5. Указание.

Примените признак ГУ.  6. Указание. Примените признак СУС.     B1.  7. a) Указание. На AM[  и 11[ MA  возьмите

точки D и 1D  такие, что MDAM =  и .1111 DMMA =  Из MBDAMC ∆≡∆  и 
111111 DBMCMA ∆≡∆  следует, что

;111

)СУС(

111 DBAABDDBAABD ∆≡∆⇒∠≡∠  б) .111

)УСУ(

CLAALC ∆≡∆   8. .111

)СУС(

111111

)ССС(

CBAABCCBAABCMBAABM ∆≡∆≡∠≡∠⇒∆≡∆

9. Указание. На AM[  и 11[ MA  возьмите точки D и соответственно 1D  такие, что MDAM =  и .1111 DMMA =

⇒∆≡∆ 111

)ССС(

DBAABD ,111 MABBAM ∠≡∠  и ⇒∆≡∆ 111

)ССС(

CDAADC .111 CAMMAC ∠≡∠  Таким образом, 111 CABBAC ⇒∠≡∠

.111

)СУС(

CBAABC ∆≡∆⇒   10. Указание. ;11111

)СУС(

CAACCMAAMC =⇒∆≡∆  .11111 BAABBMAAMB =⇒∆≡∆  Значит,

.111

)ССС(

CBAABC ∆≡∆    C
1
.  11. Указание. На медиане AM возьмите точку D такую, что .MDAM =  AMCBMD ⇒∆≡∆

,ACBD =⇒  а в ABD∆  имеем: ADBDAB >+  или .2AMACAB >+   12. Указание. Из задачи 11 следует, что

,2 cbma +<  ,2 camb +<  .2 bamc +<  Сложив эти неравенства, получим .P<++ cba mmm  Сложив неравенства

,
2
a

cma −>  ,
2
b

amb −>  ,
2
c

bmc −>  получим: .
2
1 P>++ cba mmm   14. Указание. ⇒∆≡∆ 111

)СУС(

LBAABL

⇒∆≡∆⇒∠≡∠⇒ 111

)УСУ(

111 CLAALCCLAALC  .111

)СУС(

11 CBAABCCAAC ∆≡∆⇒=    15. .
2

2 1 PP −
  16. 15 см, 20 см, 25 см.

§ 4.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 2 см.  2. 36 см, 9 см.     B.  3. 30 см, 40 см, 50 см.
4. 6 см.   C.  5. 30 см, 36 см.  6. 7,2 м.

§ 4.  Реальный профиль. A1.  1. Указание. ).(m2)(m)(m)(m2 11 BAAB ∠=∠−=∠−=∠ ππ  Примените признак УСУ.

3. Указание. .::~ 1111111

)СУС(

AMMAABBAMBAABM =⇒∆∆   4. Указание. .::~ 1111111

)УСУ(

ALLAABBALBAABL =⇒∆∆
5. ⇔∆∆⇔=⇔⋅=⋅ CBEADEBEDECEAEDECEBEAE ~:: .|| ADBCBCEDAE ⇔∠≡∠   B1. 6. Указание.

HBBHHAAHHAHBBHAHAHBBHA 111111 ::~ ⋅=⋅⇒=⇒∆∆  и т.д.  7. Указание. Рассмотрим трапецию

ABCD ),||( ADBC  ,}{ BDACO I=  M – середина стороны BC и ,}{ MOADN I=  тогда 1:: MCBMNDAN ⇒==
.NDAN =⇒  Следовательно, M, O, N – коллинеарные точки. Если ,}{ 1 CDABO I=  то ,:: NDANMCBM =  значит

точки NMO ,, 11  коллинеарные.  8. Указание. В ,BLM∆  BLM∠  – тупой, а BML∠  – острый. Тогда, .BMBL <
9. .~ AMDBMC ∆∆    C

1
.  10. 12 см, 24 см, 30 см.  11. ,48 см=AC  ,36 см11 =CA  .30 см11 =CB   12. 8 см.  13. 9 см.

§ 5.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 4.  2. 13 см.  3. 
3

62
см, 22 см, 22 см.

B.  4. 10 см.  5. 38 см, 35 см.  6. 42 см, 56 см.  7. ,73 см  ,132 см  5 см.   C.  8. 5 см, ,35 см  10 см.  9. ,
3
104 см

.
2

53 см    10. 24 см.

§ 5.  Реальный профиль. A1.  1. 6.  2. 30°, 60°, 90°.  3. 1 см.   B1.  4. .52 см   5. BN = 2 см.  6. 3 см, 4 см, 5 см, 1 см.

7. .7:11   8. .108,59 смсм    C1.  9. 0,4R.  10.  8 см.

§ 6, 6.1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 3 см, 7,5 см.  2. 18 см.   B.  3. 60°, 30°.

4. см132  и .133 см   5. .
3

314 см    C.  6. .
5

224 см   7. 8 см, 15 см.  8. 15 см, 9 см.

§ 6, 6.1.  Реальный профиль. A1.  2. 18 см, 24 см, 30 см.  3. .
)(

22 nm

nmmn

+
+

   4. .2

2

2

1 rr +    B1.  5. 5,6 см, 4,2 см; r = 2,4

см.  6. 9 см, 12 см, 15 см.   C
1
.   8. .3,2 мм    9. .,

2222

m
mn

n
mn ++

§ 6, 6.2.  Реальный профиль. A1.  1. 4 см.  3. 4 м  или .10 м    B1.  5. ,
4
9 м   .

4
15 м   6. 5 см.  7. .)(2

2
1 222 cbamc −+=

C
1
.  8. .35,5,10 смсмсм    9. .

4
10a
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Модуль 5. Одночлены. Многочлены. Алгебраические дроби
§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;,15,,05,2 2010ZYZX  б) .,,23, 20128 YZXYY−   2. a) –8; б) 2; в) ;3−
г) 7,8 – коэффициент; a) ;XY  б) ;2YZX  в) ;2XZ  г) 104 2Y  – буквенная часть.    3. a) ;22 ZYX  б) ;33ZY  в) ;32 33 ZYX

г) .32ZXY    4. 1) a) 3; б) 1; в) 2; г) 0;  2) a) 5; б) 6;  в) 3; г) 2.  5. a) XY5  и ;XY−  23X  и ;25,0 2X−  YZ 3  и .;3 XYZYZ

6. a) ;55,3 4YXY +  б) .88,2 2 XYZ +   7. б) ;41 24YZX  в) .3 4XYZ   8. в) ;4 124YX  г) .375,3 39ZY    9. в) ;2 3XZ  г) .22 222 ZYX

10. б) .
4
3

3 2 XYZZY +−   11. б) .01,02 33325342 ZYXZYXZXY ++−    B1.  12. a) .358 32 XYX −   13. a) 7 и 1; б) 2; г) 2 и 1.

14. a) Л; б) И.   C1.  16. a) ;222 ZYX  б) .26YX

§ 2.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;4 grad,3 grad == QP  б) ;223)2( +−=P  в) .530)1;2( +=−Q

2. 1) ;367)( 234 XXXXXS −+−−=  ;349)( 234 XXXXXD −−−−=  .349)( 234 XXXXXR +++=   3. г) ;2224 24 −− XX

е) .1864025 2468 +−++ XXXX   4. г) .)83(643163 222 YXYXYX −=+−   5. б) ).)(1( 2 YXXX +−    6. б) ;)15,0( 2+X

г) .)1( 3+X    7. б) );535)(535( YXYX +−  в) ).162025)(45( 22 YXYXYX ++−    8. в) ).1)(2( XX +−   9. a), б) – A.

B1.  10. б) ;3)( grad =XP 3)( grad =XQ  при ∗∈Rm  и любых ;,, R∈npk  2)( grad =XQ  при ∗∈= Rkm ,0  и любых

;, R∈np  1)( grad =XQ  при ∗∈== Rpkm ,0,0  и любых ;R∈n  0)( grad =XQ  при 0,0,0 === pkm  и .∗∈Rn

11. .
7
1=k   12. б) .825)( 234 +−+−= XXXXQ    13. a) );423)(2( 2 ++− XXX  б) .)42()2( 233223 ++− XXX

Указание. Замените .3 YX =    14. a) );18(
2
1 −⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + XX  б) не разлагается.  Указание. Решите уравнения II степени,

соответствующие заданным многочленам.    C1.  15. .1,
2
3

,
4
1 =−=−== dbca   16. в) ).1321)(16( 2 +−+ XXX

17. .)( 2XXP =   18.  б) );4)(2)(2( 2 ++− nnn XXX  в) ).1)(1( +− nn XXX

§ 3.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;3,2,1 =−== cba  б) .0,2,3 === cba   2. a) Если ,1=a  то grad ;2)( =XP  если

,1−=a  то grad ;1)( =XP  если 1},,1{\ −∈Ra  то grad .3)( =XP   3. .5)32(,104)3(,36)2(,0)1( =+=−=−= QPPP

4. r = 11.  5. .247)2( =P   6. ,1762)()(,132)()( 233 XXXXQXPXXXQXP −−+=−+−=+
.572356)()( 2345 XXXXXXQXP −−+−−=⋅   7. a) ,13842)( 2345 +++++= XXXXXXC  ;30)( =XR

б) ,862872)( 234 +−+−= XXXXXC  .257)( −=XR    B1.   8. a) ,632)( 23 +−+= XXXXC  ;5)( −=XR

б) ,623)( 2 −−= XXXC  ;22235)( 2 ++−= XXXR  г) ,82411992)( 234 ++++= XXXXXC  .163166)( −= XXR

9. B(2, 9).  10. .43 −X   11. 5 и соответственно 2.  12. a) ;1=a  б) }.1,3{−∈a   13. a) ;2)( 2 ++= XXXP
б) .32)( 2 ++= XXXP    C1.  14. a) 02 3 =−+ cca  и ;01 2 =−+ cb  б) 01 2 =+− ca  и ;0=+ cb  в) 031 42 =+−+ cca  и

.023 =−+ ccb   15. a) ;35 X−  б) ;2X−  в) 2.  17*. .116 +− X

§ 4.  Реальный профиль. A1.  1. a) Да; б) да.  2. a) ;2,1,1−  б) –4; в) .
2

133
,

2
133

,24
+−−−

  3. a) ;)1)(1( 2 ++− XXX

б) );4)(2)(2( 2 ++− XXX  в) );1)(2)(2( 2 ++− XXX  г) ).23)(23)(23)(23( ++−++−−− XXXX

4. a) 3; б) 2.    B1.   5. a) );5)(4()3)(1()2()1( 443 −++++− XXXXXX  б) ;)3()1()1()1( 34522 ++−+ XXXX

в) .)3()3)(1()1()1()1( 3322223 +−++++− XXXXXXX   6. a) 2; б) 3.  7. a) );32)(1( 22 +−+ XXX  б) );72)(1( 22 +++ XXX

в) );52)(1)(1( 2 +−−+ XXXX  г) ).1)(1)(1( 2 ++−+ XXXX    C1. 8. 1,1,1 −=−== abc  или .,0,0 R∈== abc
10. Указание: a) Приводим к форме ),1)(()( −= XXQXP  где .0)1( =Q   12*. .61,8 =−= ba   13. 3=x  или .73−=x

§ 5.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;R  б) };3{\ ±R  в) }.0;2{\ −R   2. б) ;
9

32
2

2

−
+−

X

XX  в) .
)2(3
352

+
−+

XX
XX

  3. б) };3{\ ±R

Упражнения и задачи на повторение

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  2. 9 см, 12 см, 15 см.  3. 10  см.  4. 50°.  5. 6.

B.  6. 300400×  м.  7. 3
25

 см.  9. .)6232( см++   10. 90°.   C.  11. 7 см.  12. 114  см.

Реальный профиль. A1.  1. 25 см, 25 см, 30 см.  2. 8 см и 10 см.   B1.  3. 5 см, 5 см, 6 см.  4. 144,3 мм.  5. 15°, 15°, 150°

или 75°, 75°, 30°.  6. .3
14

2
1 22 rRRr −−    7. 318 см2.   C1.  8. 5 : 10 : 13.  9. a) 42,9≈  мм; б) ≈ 226,08 мм.

10. a) ≈ 18,84 дм; б) ≈ 226,08 дм; в) ≈ 452,16 дм.  11. ≈ 5 мин и 1,44 с.  12. ≈ 7,536 м.

Итоговый тест.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт.  1. 0,5 см.  2. 4,8 м.  4. 12=AB  см,

15=BC  см.

Реальный профиль. 1. .
12

13d
  2. 40 дисков, 44 диска.
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в) }.0;2{\ −R   4. a) ;
3
7  в) .

24
11     B1.  5. б) ;2},4;0{\ ±=RD  в) ;

9

662
2

2

−
++

X

XX  д) ;
64

166
2

23

−
−−−

X

XXX
 е) .

1

13
2

3

−
−−

X

XX

6. a) ;2},3;0{\ XD R=  в) },10;0{\R=D ;
2

10
3X

X +−  г) },2{\R=D ;
2

442

+
+−

X
XX  е) },2;0{\R=D  .

)2)(1()2( 22

2

−++ XXX

X

C1. 7. б) },2;1{\R=D );13)(1( −− XXX  в) ,
2
1

\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧±=RD .

12

)12)(18( 2

+
−+

X

XX
  8. a) ;

2
12

5)( −
++=

X
XXE

б) }.14,8,6,5,4,3,1,0,1,2,4,10{ −−−−∈X

Упражнения и задачи на повторение

Реальный профиль. A1.  1. .48128482114 22322323 XYXXYXYXYX ++−−−   2. б) ;163)()( 23 ++−−=+ XXXXQXP

;363)()( 23 −−−=− XXXXQXP  .26233)()( 235 −−−−=⋅ XXXXXQXP   3. a) ;8365427 23 +++ XXX  г) .127 3 +X

4. a) };5;0{  в) }.3;1;0{    B1. 5. б) ;
2
1

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −Z  г) .)13( 2−X   6. a) );209)(20( ++− YY  б) );9(4 −XX  г) )5)(5( ×+− ZZ

).55)(55( 22 +−++× ZZZZ   7. б) );12)(2( 2 +− YY   г) ).3)(1( 2 ++ XX    8. б) ;753)( 2 −+= XXXC  .1)( −=XR

9. б) –101.  10. a) Нет; б) нет.  11. a) };2;0;1;2{\ −−R  б) ;
)4()1(

)1(
22 XX

XX

−+
−

 в) ).2811(2
14
1 −−    C1.  12. a) –2,25;

б) не существует.  13. },3;0{\R=D .
)1(8

)3(
3

33

−
−

X

XX
  14. .315)( 2 −−= XXXQ

Итоговый тест.  Реальный профиль. 1. a) ;19 24 −++− XXX  б) ;4)( grad =XP  в) ;8)(,98)( 23 =++−−= XRXXXXC

г) };3;0{ ±  д) .7)(,8)( 2 +=+−= XXRXXC    2.  a) ;R  б) };2{\ ±R  в) .0)2(,2 == Eα
3. ).25104102)(52( 2222 +−++−++ XXXYYXYXXXY

Модуль 6. Числовые функции. Основные свойства
§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. a) };4{\ −R  б) ;R  в) }.2;2{\ −R                                           4.

2. a) );,2[ ∞+−  б) ];25,0;(−∞  в) .*R   3. a), б) Нет; в) да.

B1.  5. a) );,1(]1,( ∞+−−∞ U  б) };2,2{\ −R  в) ;\ ZR  г) ).1,0[\R   6. a) ;Z  б) ;*R  в) .3
1\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧R

7. a) |;1|))((),1(||))((,1||))(( −=−=⋅−+=+ xxgfxxxgfxxxgf o

б) ;2))((),1(1))((,11))(( 3 33333 +=++=⋅+++=+ xxgfxxxgfxxxgf o

в) .2))((,1)1())((,11))(( 3333 −=−⋅−=⋅−+−=+ xxgfxxxgfxxxgf o

C1.  8. a) ;))(...( 2n
xxfff

n

=
4434421
ooo  б) .))(...( nxxfff

n

−=
4434421
ooo   9. a) ;1)(,)(, 1017 +===Φ xxgxxfgf o

б) .1)(,)(, 23 −===Φ xxgxxfgf o   10*. Да. Например, .)(,)(},0{, 32 xxgxxfMCBA ====== R   11. .0=P

§ 2.  Реальный профиль. A1.  1. a) ),( ∞+−∞  ; б) ),0(),0,( ∞+−∞  , нечетная; в) ]0,(−∞  , ),0[ ∞+ , четная.

2. a) ;4
1

2
1

min −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−= fy  б) .0)0(max == fy   3. 1 a) ;2
3
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧  1 б) ;∅  1 в) };0{  2 a) };0;1{−  2 б) }.0{   4. a) );,0()0,2[ ∞+− U

б) ];2,1(  в) }.2{   5. .||)( xxf =    B1.  7. a) ]0,(−∞  ; ),0[ ∞+  ; б) возрастает на каждом из интервалов ;),1,[ Z∈+ nnn

в) ),5[],2,1[ ∞+−  ; )5,2[],1,( −−∞  .  10. a) ;1)0(max == fy  б) ,0)1()0(min === ffy  .4
1

2
1

max =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= fy  11. ,2f

период 1; ,3f  период 2; ,4f  период .5
1

 12. a) Нечетная; б) четная; в) ни четная, ни нечетная.

C1.  14*. a) ;)(,32)(, 2
2

121 xxhxxhhhf −=+=+=  б) .)(,2)(,)( 2121 xxhxhhhxf =−=+=   15. a) ,:1 →−f RR

);1(2
1)(1 −=− xxf  б) .1

2)(},2{\}1{\: 11

−
=→ −−

x
xxff RR   16. Монотонно убывающая.  17. 7.  18. fffgf ,,, 3++

fg o  – возрастающая, –f – убывающая, 2, fgf −  могут быть не монотонными.

Упражнения и задачи на повторение

Реальный профиль. A1.  1. a) ;)(,)( RR == fEfD  б) };3{\)(,)( * RR == fEfD  в) .,
4
9

)(,)( ⎟
⎠
⎞∞⎢⎣

⎡ +−== fEfD R

2. a) Возрастающая на ;R  б) убывающая на );,0(),0,( ∞+−∞  в) убывающая на ,
2
3

, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ ∞−  возрастающая на

.,
2
3
⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞∞+   3. б).   B1. 4. a) На ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −− 4

7,3  – отрицательные значения, на ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−−−∞ ,4
7)3,( U  – положительные зна-

3
2
1
0

–1
–2
–3

3
2
1
0

4
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Модуль 7. Элементарные функции. Уравнения. Неравенства. Системы. Совокупности
§ 1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 2; б) –1; в) –5; г) 0.  2. a) Острый; б) тупой;

в) тупой; г) нулевой.  3. a) 1) ;
2
1  3) );

2
1

;(,0)( −∞∈> xxf  );;
2
1

[,0)( ∞+∈≤ xxf  4) тупой; 5) нет.  5. a) };4{=S

б) ;
3
2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  в) .
4
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S   6. a) )};1,2{(=S  б) )}.1,0{(=S   7. a) );5,10,( −−∞=S  б) ).10,( −−∞=S   8. г) );4,( −−∞=S

д) .∅=S    B.  9. a) Прут – 953 км; Днестр – 1352 км.  10. a) ;
2
1−  б) ;

2
1

;5−  в) .2;3;4 −−   11. a) ;24003600)( += ttf

б) 15 часов.  12. 1) 17 и 27; 3) 200 t, 320 t.  13. 12 мотоциклов, 36 автомобилей.  14. 23 купюры по 20 леев;

46 купюр по 50 леев.  15. Через 3 года.  18. 57 лет.  19. Не существует.   20. <.  21. ).3,(−∞    C.  22. a) 10 рабочих;

б) 3 гектолитра; 2,1 гектолитра.

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;,, 42 fff  б) ., 61 ff   2. a) .25,1 −= xy   3. a) ;
7
4

;
7
2 =−= yx  б) .

7
2

, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−∈x

4. .2;
2
1

;0;
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S   5. б) ).,1( ∞+−∈x    B1.  6. 50 км/ч, 26 км/ч.  7. .1,1 =−= yx   9. a) )}.2;1{( −=S

C1.  10. 1,5 кг.  11. 40 т с содержанием никеля 5%, 100 т с содержанием никеля 40%.  12*. a) ;1±≠a  б) ;1±≠a

в) не существуют такие значения x.

§ 2.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  2. a) };7;3{−=S  б) ;
5
1

;
5
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  в) };5;1{−=S

г) }.101;101{ +−−−=S   3. a) ;20,10 2121 =⋅−=+ xxxx  б) ;63,16 2121 =⋅=+ xxxx  в) ;2,1,6,0 2121 −=⋅−=+ zzzz

г) .3,
2
3

2121 −=⋅=+ tttt   B.  6. a) );,3()2,( ∞+−∞= US  б) ;∅=S  в) ;,
4

133
4

331
, ⎟⎟⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+−

⎥
⎥
⎦

⎤
⎜⎜⎝

⎛ +−∞−= US  г) ).1,2( −−=S

7. a) ;1,
3
1

),,1(
3
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞− U  б) ;,
2
1

2
5

,,
2
1

,
2
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− U  в) ).0,3(),,0()3,( −∞+−−∞ U

8. a) )};5;5(),5;5{( −−=S  б) .
3
5

;
3
4

),1;0(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=S   11. 8 ед. длины.  12. }.4;3{−∈a   13. Указание. Приме-

ните теорему Пифагора.  14. 210 см2.  15. 52 м, 40 м.  16. 
3
2

33  км/ч.  18. .3,
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=A   19. ).6,( −−∞   20. 3.

C.  21. (12 м, 40 м).  22. –5.  23. 
2
1

,4 −== qp  или .
2
1=q

§ 2.  Реальный профиль. A1.  3. 510 м.  4. .5==ba    B1. 5. a) .3;2;
2

175

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ±=S   6. a) ];4,4[−=S  б) ).,5[]4,( ∞+−−∞= US

7. .5
36)5()4( 22 =−+− yx   8. a) 3,237)5( =h  м; б) 7,14≈  с.  9. a) };3;2{\R  б) );,1[]1,(}0{ ∞+−−∞ UU  в) ];3,0[]1,3[ U−−

г) ).,4[]1,4()4,( ∞+−−−−∞ UU   10. a) };1{=S  б) }.8;1{=S   11. a) )};15;10(),2;5,1{( −=S  б) )}.6;8(),8;6{(=S

12. a) ),233;233{( +−=S  )};2;4(),4;2(),233;233( −+  б) )}.2;3(),3;2{(=S   13. a) };10,10{−∈m

б) );10,10(−∈m  в) ].10,10[\ −R   15.  a) )};1,3(),3;1{( −−−−=S  б) )}.4;5(),5;4{( −−=S

16. a) ;
3
2

;
3
7

;
3
2

;
3
7

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=S  в) .13;
3
3

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−=S   17. 24 км/ч, 18 км/ч.  19. a) ;25,12)10()5,3( 22 =−+− yx

;25,12)10()5,3( 22 =++− yx  б) не пересекаются; в) ).2;2(),2;2( −−   20. в) Указание. Пусть .0,|13| ≥=− ttx

чения; б) на )4,2(  – отрицательные значения, на ),4()2,( ∞+−∞ U  – положительные значения; в) на ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −− 4,5
26  –

отрицательные значения, на ),4(
5
26

, ∞+−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞− U  – положительные значения.  5. a) ;1)1(max == fy  б) ;4
9

2
3

min −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−= fy

в) .9)3(min −=−= fy   6. .1))((,5))((,6))((,12))((,5))(( 2 xxfgxxgfxxxgfxxgfxgf −=−=++−=⋅−=−=+ oo

7. a), в) Нечетная; б) ни четная, ни нечетная.  8.  x = 1 (час).  9. 63 дня.  10. xxf 251600)( −=  – убывающая,

xxg 25)( =  – возрастающая.   C
1
.  11. a) ;2)(,)(, 72

3

+===Φ xxgxxfgf o  б) ,1)(, ==Φ xxfgf o  .13)( 24 ++= xxxg
12. Функция f  не обратима: существуют разные треугольники с одинаковой площадью.

Итоговый тест.  Реальный профиль.  1. C.  2. ),1[ ∞+  , ]1,(−∞  .  3. .0)2()0(,1)1( minmax =−===−= ffyfy

4. }.4;3{   5. a).  6. a) ;12 ffh o=  б)  f1; в) 4f – ограничена снизу.
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21. a), б) Указание. Примените метод интервалов; в) );1,(−∞=S  г) Указание. Примените метод интервалов;

д) ;1;
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  е) .1;

3
1

;0\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=RS   23. в) )}.22;22(),22;22(),22;22(),22;22{( −−+−+−−−−++−=S

24. a) I завод – 24 детали; II завод – 16 деталей; б) A – 20 моторов, B – 30 моторов.  25. 64,0m
3
=OHCH  г, 46,0m

52
=OHHC  г.

26. )}.1;4(),1;4(),4;1(),4;1{( −−−−=S   27. 160 г, 20%.  28.  ).,2[)1,1[ ∞+−= US    C1.  30. ).,2[ ∞+−∈a

31*. ].2,0;1[ −−∈a   32. .25,2)5,0()2( 22 =−+− yx

Итоговый тест I.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. 1. Например, .646 −=− yx   2. a) .
3
2

,1 21 =−= xx

3. a) };1{\)( ±= RfD  б) ).,1(]0,1( ∞+−∈ Ux   4. Один тюльпан – 8 леев, один нарцисс – 5 леев.

Реальный профиль. 1. ]}.21;21{( ±−±=S   2. }.5;0{\)( RfD =   3. I поезд – 40 км/ч, II поезд – 60 км/ч.

§ 3,  3.1-3.3.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  3. }.12;8;112;22;2;0{)( ∈xf

4. }.10;4;3;2;1;0;1;2;3{)( −−−∈xf   5. .
20
1

;
9
1

;
22

1
;1;

6
1

;
10
1

)(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−∈xf    B.  6. a) ;

12
x

y −=  б) ;
27
x

y =  в) ;
5
x

y −=

г) .
10
x

y =   9. Принадлежит.

§ 3,  3.1-3.3.  Реальный профиль. A1.  1. a) );,3[ ∞+  б) .R   3. a) Четная; б) нечетная.  B1.  4. a) ,:)( gf →+ RR

;))((,:)(;))(( 954 xxgfgfxxxgf =⋅→⋅+=+ RR  б) ,:)(;))((,:)( 43 gfxxxgfgf →⋅+=+→+ ++ RRRR

.))(( 43 xxxgf ⋅=⋅   5. a) ),0[ ∞+ , ]0,(−∞ ; б) ]2,( −−∞ , ),2[ ∞+− ; в) ),0( ∞+ ; г) ),4( ∞+− .

C1.  6. a) ;)(,: 411 xxff −=→ −
−+

− RR  б) ;
4
1

)(,: 211 xxff =→ −
++

− RR  в) .4)(,: 311 xxff =→ −− RR

7*. a) ;))((,:)( 33 xxxgfgf +=+→+ RR  ;))((,:)(;))((,:)( 33 xxgfgfxxxgfgf =→⋅=⋅→⋅ oo RRRR

б) ,:)(;))((,:)( 32 gfxxxgfgf →⋅+=+→+ RRRR  .)())((,:)(;))(( 2332 xxgfgfxxxgf =→⋅=⋅ oo RR

§ 3,  3.4.  Реальный профиль. A1.  1. a) };0{=S  б) ;∅=S  г) };0{=S  д) };2{=S  е) }.3{=S   2. a) ;∅=S

б) ;)173(2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ +=S  в) ;∅=S  г) }.2{=S   4. Л.   B1.  5. a) };3{=S  б) }.3{=S   6. a) };5,2{=S  б) ;

4
1

;
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

в) ;1;
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  г) }.3;2;5,1;1{−=S  7. a) };2{=S  б) ;)13135(2

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −=S  в) };3{−=S  г) }.10;2;1{=S   8. a) };4;3;1{=S

б) }.8;8{−=S   9. a) };2;4{−=S  б) };9;4{=S  в) .1;
2

53

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=S   10. б) }.4;4{−=S  11. a) }.1{=S    C1.  12. a) ;24

47
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

б) };12{=S  г) ];10,5[=S  д) };0{=S  е) }.2;7{−=S  13*. a) ;
1)32(

1)32(
;

1)32(

1)32(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
+−

−+
++=

n

n

n

n

S  б) .
16
9

;1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

16*. a) ;
65

63
;0

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= Ra

a
S  б) }0{=S  при ,0=a   ∅=S  при ),1,0()0,( U−∞∈a   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −= 4

)1( 2aS  при ).,1[ ∞+∈a   17.  ].0,1[−∈m

§ 3,  3.5.  Реальный профиль. A1.  2. a) );,1( ∞+−=S  б) ];1,3[−=S  в) ;∅=S  г) );,2[]1,( ∞+−∞= US  д) ;
5
1

,
3
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=S

е) ).,10( ∞+−=S    B1.  4. a) ;)3,5[−=S  б) );5,4 ;4[=S  г) ); ,4[}1{ ∞+−= US  д) ];,( 0−∞=S  е) .R=S

5. a)  );,3()3,( ∞+−−∞= US  б) );,8[ ∞+=S  в) ).,3[]1,0[ ∞+= US  6. a) ;,
16
73 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞=S  б) ;∅=S  в) ).,4[

8
19

, ∞+⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−= US

9. a) );,5()5,( ∞+−−∞= US  б) Указание. Замените ;
12

1
+
−=
x

x
t  в) Указание. Пусть ,532 +−= xxt  .0≥t   10. ].1,1(−=S

§ 4,  4.2.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) И; б) И; в) Л; г) Л.  4. a) <; б) >; в) >;

г) >; д) >.  5. a) И; б) И; в) Л.  6. 9a.   B.  9. б) 64 бактерии; в) 250 бактерий.  11. 151165,44 лея.   C.  13. Указание.

Сравните число: a) с ;
4
1

0

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛  б) с ;)2( 0  в) ;20  г) ;0π  д) ;)13( 0−  е) .
5
1

0

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

§ 4,  4.2.  Реальный профиль. A1.  2. a) ;1>a  б), в) ).1,0(∈a   3. a) ;)2()2( 3,12 >  б) .)3,0()3,0( 8,13 −− <

4. a) );0,(−∞∈x  б) );,0( ∞+∈x  в) ).,0( ∞+∈x   5. Четная.  6. б) };3{=S  в) };3{−=S  г) };2{−=S  е) ;
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  ж) ;∅=S

з) };1{=S  и) .∅=S    B1. 7. a) };8{−=S  б) };25,1{log12=S  в) }.4{=S  8. a) };5,0;5,0{−=S  б) };1;2{−=S

в) .
3

431
;

3
431

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=S  9. a) };28{log2=S  б) ;∅=S  в) }.2{−=S  10. a) };16{log3=S  б) };3log,0{ 4=S  в) .∅=S
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11. .
5
8=x   12. a) );0,(−∞∈x  б) ).,0( ∞+∈x  13. a) };2,2{−=S  б) }.3;5,2{−=S  14. a) }.0{=S   15. a) ;∅=S  б) }.1{=S

16. a) Указание. Пусть ,)32( 12 tx =+ +  тогда: ;
1

)32( 12

t
x =− +  б) Указание. Пусть .)625( 2

2

t
x

=+  Тогда: .
1

)625( 2

2

t

x

=−

17. a) };0{=S  б) };5,0;5,0{−=S  в) Указание. ОДЗ: .2, ≥∈ xx N  Разделите обе части уравнения на .4
1
x   18. a) Указание.

Примените метод интервалов. 19. a) };2{=S  б) };4{=S  в) .∅=S  Указание. Примените свойства функций,

соответствующих членам уравнения. 21.  }.3{−=S    C1.  22. .
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S   23. ].9;3[]0;( U−∞∈a   24. a) Указание.

Пусть .0,25 |1| >= + tt x  Получим уравнение ;022 =+− att  б) ∅=S  при ),,27[]3,( ∞+−∞∈ Ua  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=
a

a
S

3

)27(16
log4

при );27,3(∈a  в) Указание. Fie .0,2 >= ttx  Получим уравнение .0152 =+− tat

§ 4,  4.3.  Реальный профиль. A1.  1. a) );,5( ∞+=S  б) );,1( ∞+−=S  в) );,0()1,( ∞+−−∞= US  г) ;R=S  д) ;∅=S

е) ).,4[ ∞+=S    B1.  2. a) ];,( 1−∞=S  б) );log,( 105−−∞=S  в) ].log,( , 1070−∞=S  3. a) ];,[ 151−=S  б) );,3( ∞+=S

в) .
13
7

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞−=S   4. б) );1,( −−∞=S  в) );,2( ∞+=S  г) );,0[ ∞+=S  д) Указание. Пусть ;0,2 >= ttx  ж) Указание.

Пусть .0,8 >= ttx   5. .;
4
3 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−=S   6. .);3[ ∞+−=S    C1.  7. a) );2,1()1,0()0,1( UU−=S  б) Указание. Пусть

., 03 >= ttx  Примените метод интервалов; в) Указание. Разделим обе части неравенства на .9 ||x    8. a) Указание.

Пусть .0,3 >= ttx    10*. a) ∅=S  при .0=a  Указание. Решите неравенство 0242 211 <−⋅+⋅ ++ aa xx  как неравенство

II степени относительно ,2 1+x  затем рассмотрите случаи 0>a  и .0<a

§ 5,  5.1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) И; б) Л; в) Л; г) И.  4. a) >; б) >; в) <;

г) <; д) <.   B.  5. a) ;R∈x  б) );3,2(∈x  в) ).1,1(−∈x   7. Указание. PH вычисляется по формуле ].lg[PH +−= H

Ответ: PH = 7.  9. .log2 9 x

§ 5,  5.1.  Реальный профиль. A1.  2. a) ;12log0 3 <<  б) ;02,0log3 <  в) ;15,0log0
3
1 <<  г) .02,0log

2
<   3. a), б), в)

Первое число больше.   B1.  6. .5log6log 33
>    7. .2

53+=x   8. a) ;3log)(,: 2

1*1 +=→ −
+

− xxff RR  б) ),,2(:1 ∞+→−f R

.23)(1 +=− xxf   9. a) );2,0;0(∈x  б) ).,13( ∞+∈x    C1.  10. б)  ]2,1( , ),2[ ∞+ , ни четная, ни нечетная, ,)( = +fE R
.0)2(min == fy   11. a) };1{\),2( ±∞+−  б) ).10,1()10,0( 4 U−

§ 5,  5.2.  Реальный профиль. A1.  1. a) };16{=S  б) };1{=S  в) };100{=S  г) ;
3
1

3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

=S  д) .
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧  2. a) ;

3
2

3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

=S

б)  };22;22{−=S  в) .
2

413
;

2
413

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=S  3. a) };2;1{−=S  б) };61;61{ +−=S  в) }.1{=S

4. a) };500101{ 4⋅+=S  б) .
4
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S    B1. 5. a) };3;2{=S  б) ;79;

3
2

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  в) }.10;10{ 34−=S   6. б) ;

4
1

;
2
2

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S

в) };3;3{ 153153 +−−−=S  г) 16};{ −=S  д) };4{=S  е) ;
3
3

;
9
93

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
=S  ж) };4{±=S  з) }.4;1{−=S   8. }.1;81{ −−=S   9. }.3{=S

C1.  11*. a) ∅=S  при ,1=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= 2;

1
a

a
S  при );,1()1,0( ∞+∈ Ua  в) ∅=S   при },1{]0,( U−∞∈a  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=

2
22

;
2

22
S

при .10=a  Указание. Для ),10()10,1()1,0( ∞+∈ UUa  решите уравнение II степени .lg)( axx =−22

§ 5,  5.3.  Реальный профиль. A1.   1. a) );1,0(=S  б) ];,[ 33−=S  в) );5,1;1[=S  г) );4,7()7,4( U−−=S

д) .
2

53
,21,

2
53 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= US  2. a) );,3[0,
3
1 ∞+⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛−= US  б) ;

3
5

;6,1 ⎥⎦
⎤⎜

⎝
⎛=S  в) .,

2
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+=S  3. a) ;∅=S  б) .
12

19313
,2 ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ +=S

4. ].5,3(=S    B1.  6.  в) ).,3(
3
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= US  7. б) ;
3
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞−=S  г) Указание. В ОДЗ исходного неравенства решите

неравенство .0
10

6
log

22 <
−+

x
x    C1.  8. .,

2
1

4
1

,00,
4
1

2
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−= UUUS   10. ).3,2[}0{ U=S   11*. a) Указание.

Применив метод интервалов, решите неравенство .|1||5| xxx ≥−⋅+   12*. ).1,0(∈a

Упражнения и задачи на повторение

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 1) ),32(50 +−=x  2) );,[ 0 ∞+x  б) 1) ),23(70 +−=x

2) );,( 0x−∞  в) 1) ,
106
51

0 =x  2) ).,( 0 ∞+x  2. a) ;80500)( ttf +=  б) 18 месяцев.  3. a) ;3520)( xxf +=  б) 142,5°C.
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Модуль 8. Элементы тригонометрии

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;
18
11

,
9

,
4

πππ
 б) .

2
3

,
30
13

,
3

πππ −   2. a) 60°, 90°, –135°; б) 30°, 108°, –360°.

3. б) ;
3
3

4
3 +−  в) ;325−  г) .

6
3

4 +  4. a) Да; б) да; в) нет; г) нет. 5. a) Нет; б) да; в) да; г) да.  6. a) ;sinsin 2 αα +

б) );sin(coscossin αααα −  в) –1; г) .ctgα    B1.  7. a) 1; б) –3; в) .22
2
3 −   8. a) ;

2
12 −

 б) .
3

343+

9. a) ,
4
3

tg,
5
3

sin == αα  ;
3
4

ctg =α  г) .
5
5

cos,
5

52
sin,

2
1

ctg === ααα   10. a) 8 см, 30°, 60°; б) 2 см, 30°, 60°.

11. 45°, 135°.  12. 108≈ м.  13. 
12
5

,
12
5

,
6

πππ
 или .

6
,

6
,

3
2 πππ

  14. a) ;
3

2π
 б) ;

9
8π

 в) ;
3

4π
 г) .

9
20π

15. a) };|2{\)( ZR ∈= kkfD π  б) ;|
4

\)(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= ZR k

k
fD

π  в) .,
2

Z∈≠ kkx
π

 16. Минус. 17. a) 0; б) ;
4
1

 в) ;
4
3−  г) .

4
1

18. a) Минус; б) минус; в) минус.  19. a) Ни четная, ни нечетная; б) четная; в) нечетная.   C1.  20. a*) ];,[ 33−
б*) );,1[]1,( ∞+−−∞ U  в*) ).,4[]4,( ∞+−−∞ U

§ 2.  Реальный профиль. A1.  2. a) 1; б) ;
2
3

 в) 0; г) .
70

17
cos

π   3. a) Да; б) нет; в) да; г) да.   B1.  4. 0.  6. 1.  7. a) ;sin α2

г) ;sin α2−  д) ;
sin

2
α  е) ).sin(cos2 αα +   8. a) ;2sin

2
1 2 α  б) );2cos1(

2
1 α+  в) ).2cos31(

2
1 α+   9. Указание. Примените

соотношение .,)cos(sin 22 60=+ αα   10. Указание. Примените соотношение .)5,2()ctgtg( 22 =+ αα

11. б) .
4
3

ctg,
3
4

tg,
5
3

cos,
5
4

sin −=−==−= αααα   12. .
7
24

ctg2,
24
7

tg2,
25
24

2cos,
25
7

2sin ==== αααα

C1.  15. в), г) Указание. Примените соотношение .πγβα =++

§ 3.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;∅=S  б)  };3)1{( 1 Z∈+−= + kkS k ππ
 в) .

3
2

12 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= Zk

k
S

ππ
 2. a) ;6 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

б) ;26
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= ZkkS ππ

 в) .∅=S  3. a) ;6 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  б) ;

2
25arctg

2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= Zn

n
S

π  г) .56
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ

B1.  4. a) ;
5

2
15
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= Zk

k
S

ππ  г) ;63
2

12 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈++= ZnnS ππ    д) .

7
2

28
5

5
2

20 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZZ k

k
n

n
S

ππππ
U

Указание. Разделите обе части уравнения на ;2  е) Указание. Разделите обе части уравнения на 2, затем приме-

ните соотношение .
2
2

4
cos

4
sin == ππ

 5. a) ;
6

)1(
3

2
2

1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= + ZZ kkn

n
S k ππππ

U  г) .5
2

10 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  

6. a) ;34
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  в) .4}3arctg{

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−∈+= ZZ nnkkS πππ U  7. a) ;46)1(

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZnnS n πππ

г) .8
3

216 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZZ kknnS ππππ

U   8. a) };2{2
24

ZZZ ∈+
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= kkkknnS ππππππ

UU

в) Указание. ;cossin1 22 xx +=   г) ;
24 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= Zk

k
S

ππ  и) Указание. Разделите обе части уравнения на ,2  затем

4. a) ;18,023)( xxf +=  б) 59 $.   B.  5. a) );,1[ ∞+  б) ).,3()2,( ∞+−∞ U   6. a) );,2()3,( ∞+−−∞ U  б) );2,(−∞  в) );,1( ∞+−

г) .,
5
6

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+   7. a) 25,0=t c; б) 5,1=t c.  8. ttf 62,790)( −= , ≈ 11 часов 48 минут.   C.  9. a), в) Второе число больше;

б), г), д), е) первое число больше.

Реальный профиль. A1.  1. a) Второе число больше; б), в), г), д) первое число больше.  2. a) ;∅=S  б) };2{=S

в) ;∅=S  г) ;
3
215

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
=S  е) .∅=S   3. a) );1,( −−∞  б) );,2()2,0[ ∞+U  в) ).,1( ∞+−    B1.  4. Указание. ,111

321 +
+= RRRRT

.53 Ω=R   5. .32
2
1

)( 2 ++−= xxxf   6. }.1{]0;1[ U−=S   7. a) 20 ед. длины.; б) 24 ед. длины.  8. .18)40(
800

3
)( 2 +−−= xxf

Итоговый тест II.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. 1. <.  2. .101,0 23 −− >
3. ).,6()1,( ∞+−−∞∈ Ux   4. б) Л.  5. 43 года, 9 лет.

Реальный профиль. 1. Л.  4. Указание. Пусть .)(log4 tx =−   5. }.1{,
3
5

]1,( UU ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−−∞=S   6. Указание. Пусть

.0,6 || >= ttx
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примените соотношение .
2
2

4
cos

4
sin == ππ

  9. a) .
4

;0;
2

;
4

3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−= πππ

S    10. .
4
7

arctg=α   11. .
7
3

arcsin

13. .
sinsin

sinsin
arcsin

22 βα
βα

+
  14. .

2

)(
arccos2

lm

bml ⋅+
    C1.  16*. a) 

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

2
2

 при .0=a   Указание. Для 0≠a

отдельно рассмотрите случаи 041 ≥+=∆ a  и ,041 <+=∆ a  учитывая, что ;1|sin| ≤x  г) Указание. Решите уравне-

ние ,
2

13
3

sin
−=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − a

x
π

 учитывая, что .1
2

13 ≤−a

§ 4.  Реальный профиль. A1.  1. a) ;2
4

,2
4

5
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   б) ;23

2,23 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U

в) ;2
3

,2
3

2
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−+−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   г) ;∅=S   д) ;2

3
5

,2
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U

е) ;2
6

,2
6 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   ж) ;2

6
7

,2
6

5
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   з) ;R=S

и) ;
2

,
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   к) ;

6
,

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−+−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   л) ;

2
,2arctg ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ++−=

∈
nnS

n
πππ

Z
U

м) ;
4

,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   н) ;,

4 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   о) ;,

6
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U

п) ;
3

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=
∈

nnS
n

πππ
Z
U   р) ( );3arcctg, nnS

n
πππ +−=

∈Z
U   с) ];2,2[ nnS

n
πππ +−=

∈Z
U

т) .
2

,
4

3arctg,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +−+−=

∈
nnnnS

n
πππππππ

UU
Z

2. a) ;4
6

,4
6

7
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U    б) ;

3
2

12
7

,
3

2
12 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=

∈

nn
S

n

ππππ
Z
U  в) ;

520
3

,
5 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=

∈

nn
S

n

πππ
Z
U  г) ;

3
,

318 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−=
∈

nn
S

n

πππ
Z
U

д) .R=S     B1.   3. a) ;24
3\

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZR nnS ππ  б) ;3, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +=

∈
nnS

n
πππ

Z
U  в) .

5
2

5
,

5
2

10 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

nn
S

n

ππππ
Z
U

г) Указание. Решите неравенство ;
2
3

3sin −<x  д*) Указание. Введите вспомогательное неизвестное |;cos| xt =

е*) Указание. .sin1cos 22 xx −=   4. Указание. .1cos22cos 2 −= xx   5. Указание. Запишите заданное уравнение в виде:

,02sin)3sin)(sin3sin(sin 2 =++− xxxxx  затем преобразуйте в произведение выражения в скобках.

C1.  8. .
4

,
4 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
ππππ

kkS
k Z
U

Упражнения и задачи на повторение

Реальный профиль. A1.  1. a) ;4
32+

 б) .4
1

  2. a) –0,28; б) 0,68.  3. a) –3; б) 0.  4. 63,4324,2 ≈+⋅  м.  5. )31020( −  см.

6. .3
2sin,6tg,2cos,4

3ctg ππππ
  8. a) ;3

2π
 б) ;6

π−  в) .6
5π

   B1.  10. 5°; 150°; 720°; 1500°.  11. Меньше 1.  12. a) Плюс;

б) минус.  13. a) Ни четная, ни нечетная; б) нечетная.  14. Указание. Используйте соотношение .)ctgtg( 22 m=+ αα

a) ;22 mm =  б) ).12( 2 −− mmm   15. a) И; б) Л.  16.  .
6

5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= π

S   19. –330°.  20. 2 случая: 1) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+ 4

2
2
1arccos  –

величина угла при основании, ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+− 4

2
2
1arccos2π  – величина угла при вершине; 2) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
− 4

2
2
1arccos  – величина

угла при основании, ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−− 4

2
2
1arccos2π  – величина угла при вершине.

C1.   22*. a) ;25
52arccos20

203arcsin25
52arcsin20

203arcsin
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−−= ZZ kknnS πππ U   б) .26 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZnnS ππ

23*. a) ;4 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ  б) .23 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= ZkkS ππ

Итоговый тест.  Реальный профиль. 1. D.  2. Л.  3. .
24
7

;
7
3

3;28,0;96,0 −−−   4. }.2{ Z∈= kkS π   5. .
2

,
4 ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛∈ ππ

x

6. .
41

415
arcsin
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Модуль 9. Четырехугольники. Многоугольники. Повторение и дополнения
§ 1.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. 44 см.  2. 12 см.  3. 50°, 130°.  4. 70°, 110°.

5. 70°.  6. 35°.   B.  9. 75°, 105°.  10. 9,6 см.  11. Нет.  15. 20 см.   C.  16. 24 см, 40 см.  17. 56 см, 84 см.

§ 1.  Реальный профиль. A1.  1. AEBDAE ∠≡∠  как внутренние накрест лежащие углы.  2. Указание. Через

вершины острых углов постройте параллельные катетам прямые и получите прямоугольник.  3. 16.  4. 20°.

5. 58 см; 54 см.  6. 
8
85
см.  7. 9 см; 25 см.   B1.  8. 

3
38
дм.  9. 

3
32R

.   10. Указание. См. решение задачи 7 C,

стр. 46.   C1.  11. )26(2 −  см.  12. 18 м, 12 м, 36 м, 30 м.  13. 6 см; 
8

4115
см.  14. Указание. Если построить

высоты, исходящие из вершин тупых углов, то получим два конгруэнтных треугольника.  15. .21 dd +   16. 1 : 6.

§ 2.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. a) 12 сторон; б) 18 сторон.  2. a) 10 сторон;

б) 15 сторон.   B.  3. 0,5R.   C.  6. .
3
2

a

§2. Реальный профиль. A1.  1. ,
180

sin2
n

a
R n

°
=  .

180
ctg

2 n

a
r n °=   2. 33  м, 24  м, 6 м, 228 −  м, 3212 −  м.

B1.  3. 
6

366229 −+
 м2.   C

1
.  4. 62  м.

§ 3.  Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. .600 2см    2. .60 2см    B.  3. .312 2см   4. .60 2см
5. .5,157 2см   6. 108 см2.  7. 38 см2.  8. 30 см2.    C.  9. .144 2см  10. .4 2смπ

§ 3.  Реальный профиль. A1.  1. .
4
4 22 ad −    2. .355 2см   3. ,

4
9 2м  .

4
15 2м    B1.  4. .2120 2м    5. 5 м2.  6. 150 см2.

7. .312 2см   8. .318 2см   9. .
4

ab    C
1
.  10. 8 см.  11. 2=ABEA  кв. ед., 4=∆AEDA  кв. ед.  12. .

4
3 2d   13. .6,3 2дм

Упражнения и задачи на повторение

Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. A.  1. .12 −   2. 
5

2136  см.  3. .120,60 °°    B.  4. 7,5 см.  5. 4 : 1.

6. 150°.  7. 12 см.  8. 3 см.  9. 8 см.  10. 58  см.  11. 22  см.  12. 310  см.  13. 36 см.   C.  14. 28 см2.  15. 24 см.

Реальный профиль. A1.  1. ).2( rRr +   2. 5 см.  3. 3 : 4.   B1.  4. 73 : 70.  5. 153  см.  6. 54  см.  7. π25  см2.

8. )10220( +  см.  9. 24 см2.  10. .2
ba −

  11. .2
22 ba +   12. 30°, 60°.   C1.  15. Равнобедренные прямоугольные

треугольники с катетами .2A   16. Равнобедренные треугольники с углом α  при вершине.

Итоговый тест.   Гуманитарный профиль, профили искусство и спорт. 1. a) И; б) π6  см2.   3. 30 см, 2115  см.

4. 288 см2.

Реальный профиль. 1. 
4

337
см2.  2. Указание. Докажите, что эта величина равна высоте треугольника.

3. 4 см, 
4
415

см.   4. )3367(
12

2

++πR
 (кв. ед.).
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